Олімпіада імені акад. М.П. Кравчука (заочний тур) 2013 р.
6-9 класи (2012-2013 н.р.)      7-10 класи (2013-2014 н.р.)
Роботи з розв’язаннями надіслати до 01 серпня 2013 року
Елементарна теорія чисел
Доведіть, що число має непарну кількість дільників тоді і тільки тоді, коли воно є повним квадратом.

Які натуральні числа мають парне число натуральних дільників?

Чи існує натуральне число, в якого непарне число парних натуральних дільників і парне число непарних? ( Множина натуральних дільників будь-якого натурального числа містить 1 і саме це число.)

Наведіть приклад натурального числа, що має рівно: а) 5; б) 6 натуральних дільників.
Наведіть приклад натурального числа, що має рівно: а) 7; б) 8; в) 15 натуральних дільників.
Знайдіть найбільше натуральне число 
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, для якого існує двоцифрове число, що дорівнює добутку своїх цифр, збільшених на 
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Знайдіть найменше натуральне число, половина якого – повний квадрат натурального числа, третя частина – куб натурального числа, четверта частина –  п’ятий степінь натурального числа.

Знайдіть усі трійки послідовних простих чисел, сума квадратів яких є простим числом.

Задачі на циферблаті годинника

Однаковий час

Семен і Петро 1 квітня опівдні поставили точно свої годинники. Відомо, що годинник Семена поспішає на 10 сек на добу, а годинник Петра відстає на 15 сек на добу. Коли вперше годинники друзів покажуть однаковий час?

Точний час
За умовою попередньої задачі визначити, коли годинники вперше одночасно показуватимуть точний час.

Переплутані стрілки
Годинник поставлено правильно о 12 год, але переплутано стрілки: годинна знаходиться на осі хвилинної, а хвилинна ​ на осі годинної. Коли годинник уперше знову покаже точний час?

Збіг двох стрілок
Годинник показує 12 год. Коли хвилинна стрілка знову наздожене годинну?
Через скільки хвилин після того, як годинник показав рівно 4 год, хвилинна стрілка наздожене годинну?

Кут між стрілками

Знайдіть кут між годинною і хвилинною стрілками о 7 год 38 хв.
Який кут утворюють годинна і хвилинна стрілки годинника о 12 год 20 хв?
Який кут утворюють годинна і хвилинна стрілки годинника о 14 год 20 хв?
Знайдіть найменший кут між годинною і хвилинною стрілками, якщо годинник показує 12 год 35 хв.

Визначте кут між годинною і хвилинною стрілкою, якщо годинник показує 13 год 25 хв?
Стрілки під прямим кутом
Скільки разів упродовж доби годинна і хвилинна стрілки годинника взаємно перпендикулярні?

Тривала розмова
Галина почала розмовляти по телефону між 3 та 4 год дня, коли стрілки годинника збіглися, а закінчила тоді, коли хвилинна і годинна стрілки вперше розмістилися на одній прямій. Скільки хвилин Галина розмовляла по телефону?

Математична олімпіада
На початку математичної олімпіади, між 13 та 14 год, Андрій подивився на годинник. Закінчивши роботу між 17 та 18 год, він помітив, що стрілки годинника помінялися місцями. О котрій годині Андрій закінчив роботу на олімпіаді?

Нерухомі стрілки
Стрілки годинника закріплено під довільним кутом, а циферблат обертається. Чи можна його повернути так, щоб годинник показував на першу годину?

Цікаві моменти
Скільки існує положень годинної і хвилинної стрілок на циферблаті, за якими не можна визначити момент часу, якщо не знати, яка стрілка – годинна, а яка – хвилинна?

Збіг трьох стрілок

Годинник з довгою секундною стрілкою показує точно 12 год дня. Коли вперше усі стрілки збіжаться знову? 

Чотири стрілки
Годинник Андрія, порівняно із сигналом точного часу, відстає на 1 хв за годину. Годинник Галини, порівняно з годинником Андрія, поспішає на 1 хв за годину. Годинник Миколи, порівняно з годинником Галини, відстає на 1 хв за годину. Годинник Христини, порівняно з годинником Миколи, поспішає на 1 хв за годину. О 12 год дня всі годинники поставлено за сигналом точного часу. Який час покаже годинникГалини опівночі, в момент сигналу точного часу? 
Ігрові задачі

Сума цифр.

Дано багатоцифрове число. Обчислюється його сума цифр і розпочинається гра. У цього числа рахують суму цифр, потім другий гравець називає будь-яке число, менше за назване і не менше за його суму цифр, і т. д. Той, хто не може зробити хід, програє. Хто переможе при правильній грі? Як залежить хід гри від початкового числа?
Цукерки в купках 
Малюк і Фрекен Бок грають у гру. На столі лежать цукерки. Першим ходом Малюк  ділить цукерки на три не порожніх купки, потім Фрекен Бок дві купки віддає Карлсону, а третю знову ділить на три не порожніх,  потім Малюк також віддає Карлсону, третю ділить і так далі. Хто не може зробити хід, програє. Хто переможе при правильній грі, якщо на столі: 

а) 7 цукерок ?

б) 9 цукерок ?

в) 12 цукерок ?

г) 14 цукерок ?

д) n цукерок ?

Остання цукерка
У коробці лежать цукерки, яких

а) 57

б) 50

в) 1000

г) 
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Грають двоє, ходять по черзі. За один хід кожен може взяти собі будь-яку кількість цукерок, дотримуючись правила ввічливості – не можна брати цукерок більше, ніж тільки що взяв суперник, і правила чесності – першим ходом не можна брати зразу всі цукерки. Перемагає той, хто взяв останню цукерку. Хто виграє при правильній грі?

Нерівні купки
Є купка з декількох камінців. За один хід можна розбити одну з купок на дві. При цьому потрібно, щоб у деякий момент не було двох однакових купок. Той, хто не зможе зробити хід, програє.
Завдання 1. У грі з 16 камінців перший гравець зробив хід 5+11. Покажіть, як тепер повинен грати другий гравець, щоб перемогти.

Завдання 2. У грі з 16 камінців перший гравець зробив хід 5+11. Наведіть приклад (невдалого) ходу другого гравця, після якого він програє.

Завдання 3. Хто переможе у грі в 11 камінців? Обгрунтуйте свою відповідь.

Завдання 4. А хто переможе у грі в 22 камінців? Обгрунтуйте свою відповідь.

У Миколки була купка зі 100 камінців. Кожним ходом він ділив яку-небудь з купок на дві менших, поки в нього в підсумку не виявилось 100 купок по одному камінцеві. 

а) Чи може в якийсь момент у якихось 30 купках виявитись у сумі рівно 60 камінців?

б) Чи може в якийсь момент у якихось 20 купках виявитись у сумі рівно 60 камінців?

в) Чи міг Миколка діяти так, щоб у жоден момент не знайшлося 19 купок, у яких у сумі рівно 60 камінців?

Покриття
Покриття площини прямокутниками.

а) Дано нескінченну послідовність паперових прямокутників. Відомо, що площа 
[image: image4.wmf]n

-го прямокутника дорівнює 
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. Чи обов’язково ними можна покрити площину? Накладання допускаються.

б)  Дано нескінченну послідовність паперових прямокутників. Відомо, що площа 
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-го прямокутника дорівнює 
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. Чи обов’язково ними можна покрити площину (накладання допускаються), якщо відомо, що для будь-якого числа 
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знайдуться квадрати сумарною площею, більшою за 
[image: image9.wmf]N

? 
Багатокутник
Яке найбільше число гострих внутрішніх кутів може бути в плоскому n-кутнику, в якому немає самоперетинів? Відповідь обґрунтуйте.
Розрізання і розбиття
Розрізання трикутника на опуклі багатокутники

При яких 
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можна розрізати трикутник на 
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 опуклих багатокутників з різною кількістю сторін? Відповідь обґрунтуйте.
Розбиття площини 
На яку найбільшу кількість частин можуть розбити площину п’ять відрізків?
На яке найменше число попарно нерівних квадратів можна розрізати прямокутник?

Чи можна скласти прямокутник з дев’яти попарно нерівних квадратів? А з тринадцяти? 

Чи можна квадрат розрізати на тринадцять і менше попарно нерівних квадратів?

Чи можна опуклий багатокутник розрізати на попарно різні правильні трикутники?

Чи можна прямокутний паралелепіпед розбити на попарно різні між собою куби?

Чи можна з правильних тетраедрів і правильних октаедрів скласти опуклий багатогранник?

Побудови однією лінійкою

Чи можна, користуючись однією лінійкою, знайти центри
а) двох кіл, які перетинаються;

б) двох кіл, які дотикаються (внутрішнім і зовнішнім чином);

в) двох концентричних кіл?

Теорема Піка

Нехай М – многокутник з вершинами у цілочисельних точках, і - кількість цілочисельних точок, які потрапили в середину многокутника, b – кількість цілочисельних точок, які лежать на межі многокутника. Доведіть, що площу такого многокутника можна обчислити використовуючи формулу Георга Піка (Австрія 1899)
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.
Нехай M – деякий многокутник і T – трикутник, який має спільну сторону з М. Припустимо, що для М і Т теорема Піка виконується. Доведіть, що вона виконується для многокутника МТ, одержаного приєднанням Т до М.

Піраміда

Чи існує трикутна піраміда, в якої до кожного ребра примикає тупий кут однієї з граней?

Піраміда і жук
По ребрах трикутної піраміди повзають чотири жуки, при цьому кожен жук весь час залишається в одній грані ( у кожній грані свій жук). Кожен жук обходить межу своєї грані в певному напрямі, причому так, що будь-які два жуки по спільному для них ребру повзуть у протилежних напрямах. Доведіть, що коли швидкості (можливо, не сталі) кожного з жуків завжди більші за 1 
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 , то коли-небудь якісь два жуки обов’язково зустрінуться незалежно від піраміди, початкового положення і швидкості жуків. 
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