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Адресуємо тим,


Хто любить математику,


Хто нею захоплюється,


Хто вчить математики 
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Задачі на планування найгіршого варіанту


Щоб досягти успіху у певній справі, треба вміти планувати свої дії. Іншими словами, складати програму дій, тобто встановлювати послідовність, яку саме дію і в якій послідовності треба виконувати. Так ми працюємо при розв’язанні більшості задач. Але є задачі, які мають багато розв’язків. Розглянемо задачу.


Задача 1. У шухляді лежать кульки, які відрізняються одна від одної лише кольором: 12 білих, 5 жовтих, 3 синіх, 7 червоних. Скільки кульок треба вийняти  з шухляди, не зазираючи в неї, щоб серед них обов’язково були: 


а) 3 сині кульки;


б) по 3 кульки  кожного кольору;


в) 3 кульки якогось одного кольору?


Спланувати в цій ситуації дії, щоб досягти бажаного результату, неможливо. Наприклад,  у завданні а) нам може пощастити одразу – дістанемо одна за одною три сині кульки. Але можна дістати спочатку синю кульку, потім жовту, а згодом одна за одною 2 сині кульки. І таких розв’язків може бути безліч. Ніколи не можна передбачити,  скільки треба вийняти кульок, щоб отримати такий набір, в якому обов’язково мають бути три сині.


Єдиний спосіб розв’язання таких задач – планування найгіршого  варіанту.


!? Найгірший варіант для завдання а) – це така ситуація: дістаємо всі кульки, окрім синіх, і, врешті-решт,  коли в шухляді залишаться тільки сині, дістаємо три сині. Тому розв’язання таке:


 12+5+7+3=27 (кульок).


Найгірший варіант для завдання б) -  це така ситуація: дістаємо спочатку 12 білих кульок, бо їх  найбільше, потім 9 синіх (саме їх у цьому наборі за кількістю трохи менше, ніж білих). Потім – 7 червоних і, нарешті, - 3 жовті. Отже, розв’язок такий:


12+9+7+3=31 (кулька).


Найгірший варіант для завдання в) – це така ситуація: дістаємо по дві кульки кожного кольору, кожна наступна вибрана нами кулька буде третьою щодо якогось кольору. Отже, розв’язання у цьому випадку таке:


2·4+1=9 (кульок).


Задача 2.  У шухляді лежать різнокольорові олівці: 9 червоних, 3 зелених, 12 синіх, 5 жовтих, 7 чорних, 4 коричневих. Скільки олівців треба вибрати навмання із шухляди, не заглядаючи в неї, щоб серед них обов’язково були:


а) 5 чорних олівців;


б) по 2 олівці кожного кольору;


в) 3 олівці одного якогось кольору;


г) 7 олівців одного якогось кольору?





!? а) 9черв.+3зел.+12син.+5жов.+4кор.+5чорн.=38 (олівців)


    б) 12син.+9черв.+7чорн.+5жовт.+4кор.+2зел.=39 (олівців)


  в) 6 видів олівців·2+1=13 (олівців)


  г) 3 види·6+5жовт.+4кор.+3зел.+1=31 (олівець).


    Задача 3.  На полиці у комірчині стоять 20 банок варення. Вісім банок – полуничного, сім – малинового, п’ять – аґрусового. Скільки банок, взятих навмання, треба винести з комірчини, щоб серед них виявилося:


а) 5 банок малинового варення;


б) з банки варення якихось одних ягід;


в) по 2 банки варення з кожних ягід?


!?  а) 8+5+5=18 (банок)


б) 3 види·2+1=7 (банок)


в) 8+7+5=17 (банок)


Задача 4.  У пакеті  лежали цукерки  однакової форми і розміру: 7 цукерок «Білочка», 4 цукерки «Червоний Мак», 9 цукерок «Грильяж». Скільки цукерок навмання треба взяти з пакета, щоб серед них обов’язково були:


а) 2 цукерки «Червоний Мак»;


б) по 2 цукерки кожної назви;


в) 3  цукерки однієї якоїсь назви?


!?  а) 7+9+2=18 (цукерок)


б) 3види·1+1=4 (цукерки)


в) 9+7+3=19 (цукерок)


Задача 5.  У шухляді лежать олівці: 9 червоних і 6 синіх. Скільки треба вибрати олівців навмання, щоб  серед них обов’язково були 3 червоні та 4 сині?


!? 9+4=13(олівців).


При розв’язанні вказаних  вище задач ми розглядали предмети, які не мають собі пари.


Таким самим методом, тобто,  планування найгіршого варіанта, можна розв’язати задачі, в умові яких ідеться про предмети, які мають пару. Наприклад, розглянемо таку задачу:


 Задача 1.   У шафі лежать 8 пар чорних і 10 пар коричневих рукавичок. Скільки рукавичок треба вийняти із шафи, щоб серед них обов’язково були:


а) пара рукавичок будь-якого кольору;


б) по одній парі рукавичок кожного кольору?


!? Розв’язок даної задачі відрізняється від попередньої тим, що рукавички мають бути не тільки одного кольору, а й пара – на праву і на ліву руки.


Найгіршим варіантом у завданні а) буде така ситуація: спочатку вибираємо всі рукавички одного кольору, наприклад, на ліву руку; потім всі рукавички іншого кольору на праву  (чи на ту саму) руку і, нарешті, наступна вийнята нами рукавичка, - до пари чорних або коричневих.


Отже, треба вийняти: 8+10+1=19 (рукавичок)


Найгіршим варіантом у завданні б) буде така ситуація: спочатку вибираємо всі коричневі рукавички на ліву і праву руки, бо цього кольору рукавичок було більше, а потім всі чорні рукавички на  ліву (чи на праву) руку, і, нарешті, наступна вийнята нами рукавичка – до пари чорних. 


10·2+8+1=29 (рукавичок).


Задача 2.  У шухляді шафи лежать поштучно 4 пари сірих, 9 пар жовтих і 7 пар синіх шкарпеток. Скільки шкарпеток треба вибрати із шафи навмання, щоб серед них обов’язково були:


а) пара шкарпеток одного будь-якого кольору;


б) по одній парі шкарпеток кожного кольору?


!?  а) 4+9+7+1=21 (шкарпетка)


б) 9·2+7·2+4+1=37 (шкарпеток)


Задача 3.  У  шафі для взуття лежать поштучно черевики: 3 пари  чорних, 4 пари коричневих. Скільки черевиків треба вибрати навмання, щоб серед них обов’язково були:


а) пара черевиків одного будь-якого кольору ;


б) по  одній парі черевиків кожного кольору?


!? а) 3+4+1=8 (черевиків)


б) 4·2+3+1=12 (черевиків). 


�






Круги Ейлера


Для наочності скінчену множину  елементів довільної природи зображають у вигляді множини точок, обмежених кривими, що не мають само перетинів.


�


                       А – довільна скінчена множина.


Такі зображення називаються діаграмами Ейлера –Вена, або кругами Ейлера.


Наприклад, зображення множини А, що є підмножиною множини В (А� EMBED Equation.3  ���В) за допомогою кругів Ейлера матиме такий вигляд:


�


Зручно користуватися такими діаграмами для зображення операцій об’єднання та перерізу множин. 


Якщо множини В і А мають спільні елементи, то їх об’єднання (А� EMBED Equation.3  ���В) зображається слідуючим чином (заштрихована фігура):


     �                                           


 Об’єднання множин А і В, коли вони не мають  спільних елементів.


�            


      Зображення об’єднання трьох множин А, В і С.


�


Зображення деяких випадків перерізу множин матиме такий вигляд (заштрихована фігура):


Якщо множини А і В мають спільні лементи,  то зображення перерізу цих  множин (А� EMBED Equation.3  ���В) слідуюче. 


�


Якщо множини А і В не мають спільних елементів, то їх переріз є порожньою множиною. 





�





Зображення перерізу трьох множин А, В і С.


�


За допомогою кругів Ейлера зручно розв’язувати деякі типи задач.


У деякій групі учнів 20 дітей захоплюються спортом, 9 – музикою, 6 – музикою і спортом. Визначити кількість учнів у групі і кількість тих учнів, які захоплюються тільки спортом, тільки музикою.


!?  Множини, про які йдеться у задачі, зобразимо кругом Ейлера. Нехай А – множина учнів, що захоплюються спортом (їх 20). В – множина учнів, що захоплюються музикою (їх 9). Оскільки є учні, що мають два захоплення, то круги Ейлера , що відповідатимуть множинам В і А будуть перетинатись.


�


Спільній частині множин А і В відповідає число 6 (воно відповідає множині А і множині В). оскільки у множині А – 20 елементів, то не вистачає ще 14 (20-6=14).


У множині В – 9 елементів, а оскільки 6 елементів уже відмічено, то не вистачає  ще 3 (9-6=3).


У кожен круг ставимо відповідне число. Одержали наочну картину, яка дає можливість відповісти на запитання задачі.


14+6+3=23 – кількість усіх учнів у групі;


14 учнів – захоплюється тільки спортом;


3 учні -  захоплюються тільки музикою.


Відповідь:  23 учні; 14 учнів, 3 учня.


Із 100 іноземних туристів 75 знали німецьку мову, 83 – французьку. Скільки туристів, які знають і німецьку і французьку мови одночасно?


!? Для розв’язання використовуємо круги Ейлера.


А – множина всіх туристів;


В – множина туристів, що знають німецьку мову;


С – множина туристів, що знають французьку мову.


�Врахуємо, що А=В� EMBED Equation.3  ���С. Множину А зобразимо великим кругом. В ньому розмістимо множини В і С, знаючи, що вони мають спільні елементи.


Для розв’язання задачі потрібно знайти переріз множин В і С, знаючи їх об’єднання.


75+83=158 було б туристів, якби вони знали по одній мові.


158-100=58 туристів, що знають по дві мови одночасно.


Відповідь: 58 туристів.


Частина жителів міста говорить тільки англійською мовою,  а частина – німецькою і англійською. Німецькою мовою говорять 85% жителів, англійською – 75%. Скільки відсотків жителів говорять обома мовами?


!? А – множина жителів, що говорять німецькою мовою(їх 85%);


В – множина жителів, що говорять англійською мовою (їх 75%).


Зобразимо за допомогою кругів Ейлера дані множини, врахувавши, що вони мають спільні елементи.


�Позначимо кількість жителів, що говорять  обома мовами через х (спільна частина множин а і В). тоді в множині А залишилось 85-х,  а в множині В – 75-х.


Зрозуміло, що кількість всіх жителів міста – 100%. Складаємо рівняння, використавши круги Ейлера:


		85-х+х+75-х=100


		160-х=100


		х=60(%)


Відповідь: 60%.


У двох класах 40 учнів. З них 30 вміють плавати, 27 вміють грати в шахи і тільки 4 не вміють ані того, ані іншого. Скільки учнів уміють плавати і грати в шахи? Скільки учнів уміють тільки плавати? Скільки учнів уміють грати тільки в шахи?


!? С – множина всіх учнів (їх 40);


А – множина учнів, які вміють плавати (їх 30);


В – множина учнів, які вміють грати  в шахи (їх 27).


Зобразимо ці множини кругами Ейлера.


�У кожен з утворених кругів впишемо число, що відповідає кількості елементів зображеної множини. Оскільки є 4 учні, що не вміють ані плавати, ані грати в шахи, то об’єднанню множини А і В відповідає число 40-4=36.


Знайдемо число, що відповідає перерізу множин А і В: (30+27)-36=21.


Так як у множині А 30 елементів, то не вистачає: 30-21=9 (елементів).


У множині В – 27 елементів, а 21 елемент уже відмічено, то не вистачає: 27-21=6 (елементів).


У кожен круг ставимо відповідне число.


Отже, 21 учень вміє плавати і грати в шахи;


		9 учнів вміють тільки плавати;


		6 учнів вміють тільки грати в шахи.


Відповідь: 21 учень, 9 учнів, 6 учнів.


Серед абітурієнтів, які витримали вступні іспити в університет, 20 балів одержали: з математики 48 абітурієнтів, з фізики – 37, з української мови – 42, з математики або фізики (або з математики, або з фізики, або з обох предметів) – 75, з математики  або української  мови (або з математики, або з української мови, або з обох предметів) – 76, з фізики або української мови (або з фізики, або з української  мови, або з обох предметів) – 66, з усіх трьох предметів – 4. скільки учнів одержали 20 балів принаймні з одного предмета? Скільки серед них одержало 20 балів тільки з одного предмета?


!? А – множина всіх абітурієнтів;


М – множина абітурієнтів, які одержали 20 балів з математики (їх 48);


Ф - множина абітурієнтів, які одержали 20 балів з фізики (їх 37);


У - множина абітурієнтів, які одержали 20 балів з української мови (їх 42).Зобразимо ці множини кругами Ейлера згідно умови. 


�


Заштрихованому кругу відповідає число 4, так як це є переріз множин  М� EMBED Equation.3  ���Ф� EMBED Equation.3  ���У. Так як з математики або з фізики набрали 20 балів 75 абітурієнтів, то об’єднання множини М і Ф містить 75 елементів. Знайдемо кількість елементів перерізу цих множин: (48+37)-75=10. 


Круг,  що відповідає перерізу М і Ф складається з двох частин: заштрихованої  і не заштрихованої. Заштрихованій частині відповідає число 4, то не заштрихованій: 10-4=6.


Оскільки з математики або з української мови набрали 20 балів 76 абітурієнтів, то об’єднання множин М і У містить 76 елементів. Знайдемо кількість елементів перерізу цих множин: (48+42)-76=14. Круг, що відповідає перерізу множин М і У складається з двох  частин заштрихованої і не заштрихованої. Заштрихованій відповідає число 4, тоді не заштрихованій: 14-4=10.


Об’єднання  множин Ф і У містить 66 елементів,  а переріз цих множин: (37+42)-66=13 елементів. Не заштрихована частина перерізу множини Ф і У містить 13-4=9 елементів.


Знаходимо, скільки абітурієнтів одержали 20 балів лише з математики: 48-10-4-6=28.


37-6-4-9=18 абітурієнтів одержали 20 балів лише з фізики.


42-10-4-9=19 абітурієнтів одержали 20 балів  лише з української мови.


Одержали наочну картину, яка дає можливість відповісти на запитання задачі.


28+6+18+9+4+10+19=94 абітурієнти одержали 20 балів принаймні  з одного предмета.


28+18+19+-=65 абітурієнтів одержали 20 балів тільки з одного предмета.


Відповідь:  94 абітурієнта, 65 абітурієнтів.


У класі 38 учнів. З них 16 грають у баскетбол, 17 – у хокей, 18 – у волейбол. Захоплюються баскетболом і хокеєм – 4, баскетболом і волейболом – 3, волейболом і хокеєм – 5. троє учнів не захоплюються ні баскетболом, ні волейболом, ні хокеєм. Скільки учнів захоплюється одночасно трьома видами спорту? Скільки учнів захоплюється одним з цих видів спорту?


!?  А – множина всіх учнів класу (їх 38);


Б – множина учнів, що грають у баскетбол (їх 16);


В – множина учнів, що грають у волейбол (їх 18);


Х – множина учнів, що грають у хокей (їх 17).


Зо множини кругами Ейлера, використовуючи умову.


�


Заштрихований круг – відповідає множені учнів, що захоплюються трьома видами спорту. Позначимо кількість елементів цієї множини через у. 


Визначимо кількість елементів, що залишились у множині (учні, які грають тільки баскетбол):


16-4-3-у=9-у;


17-4-5-у=8-у – кількість елементів, що залишились у множині Х (учні, які грають лише у хокей).


18-3-5-у=10-у – кількість елементів, що залишились  у множині  В (учні, які грають лише у волейбол).


Так як усіх учнів у класі 38 і троє не захоплюється спортом, то запишемо рівняння:


3+9-у+8-у+10-у+4+3+5+у=38


42-2у=38


2у=4


у=2  учні захоплюється трьома видами спорту.


9-2=7 учнів грає лише у баскетбол.


8-2=6 учнів грає лише у хокей.


10-2=8 учнів грає лише у волейбол.


7+6+8=21 учень захоплюється лише одним видом спорту.


Відповідь:  2 учні, 21 учень.





Задачі для самостійного розв’язування


У класі 36 учнів. До волейбольної секції записалось 17 дітей,  до баскетбольної – 11, шахової – 9. Шестеро  учнів не записалось до жодної секції. Відомо, що ніхто з учнів не записався до трьох секцій. С кільки дітей записалось  у дві секції? (7).


У класі 27 учнів. З них 18 займається легкою атлетикою, 15 – захоплюються плаванням. 9 учнів займаються і легкою атлетикою і плаванням. Скільки дітей не відвідують ці спортивні секції? (3).


В одному канадському місті всі англійською або французькою мовою. Англійською говорить  90% усіх жителів, французькою – 80%. Скільки відсотків усіх жителів говорить обома мовами? (70%).


 У класі 35 учнів. З них 20 відвідують математичний гурток, 11 - не відвідують жодного з цих гуртків. Визначити:  


а) скільки учнів відвідують обидва гуртки; 


б) скільки учнів відвідують тільки математичний гурток? (а)6; б)14).


Серед 60 третьокласників однієї школи журнал «Барвінок» передплачують 46 учнів, журнал «Однокласник» - 27 учнів. Четверо школярів не передплачують журналів. Скільки учнів передплачують обидва журнали? (17).


На фірмі працює 35 осіб. З них 18 знають англійську мову, 15 – німецьку, 14 – французьку, 7 осіб  знають французьку і німецьку мови, 9 – французьку та англійську, 6 – німецьку та англійську, 4 особи знають усі три мови. Визначити: 


а) скільки осіб не знають жодної з цих мов; 


б) скільки осіб знають тільки французьку мову; 


в) скільки осіб знають не менше двох із цих мов? (а)6; б)2; в)14).


На уроці літератури вчитель вирішив дізнатися, хто з 25 учнів класу читав книжки А, В, С. Результати опитування виявилися такими: книгу А читали 12 учнів, В – 12 учнів, книгу С – 15 учнів. Книжки А або В (принаймні одну з двох)  читали 18 учнів, А або С (принаймні одну з двох) – 20 учнів; В або С (принаймні одну з двох) – 19; усі книжки прочитали 5 учнів. Визначити: 


а) скільки учнів прочитали тільки по одній книжці; 


б) скільки учнів не читали жодної з цих двох книжок?  (а)12; б)2).


 У таборі відпочинку 70 дітей. З них 27 відвідують драмгурток, 32 – хор, 22 захоплюються спортом. У драмгуртку 10 дітей з хору, в хорі 6 спортсменів, у драмгуртку 8 спортсменів; 3 спортсмени відвідують і драмгурток, і хор.  Скільки дітей не співають у хорі, не захоплюються спортом, не займаються у драмгуртку? Скільки дітей захоплюються тільки спортом? (10, 11).


У класі 30 учнів: 5 відмінників, 10 спортсменів, 15 учасників художньої самодіяльності. 2 є відмінниками та спортсменами, 6 – спортсменами та учасниками художньої самодіяльності, 3 – відмінниками  та учасниками художньої самодіяльності,  а 1 є відмінником, спортсменом і учасником художньої самодіяльності. Визначити: 


а) скільки учнів не є ані відмінниками, ані спортсменами, ані учасниками художньої самодіяльності; 


б) скільки учнів є тільки відмінниками; 


в) є відмінниками або спортсменами (принаймні одне з двох); 


г) скільки учнів є відмінниками або спортсменами (тільки одне з двох)? 


(а)10; б)1; в)13; г)11).
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Задачі на переливання


У житті часто-густо виникають ситуації, коли потрібно відміряти певну кількість рідини, а мірного посуду з позначками немає, лише є дві ємкості відомого об’єму.  Такі ситуації породили низку цікавих математичних задач. Вони виникли багато століть тому, проте досі викликають цікавість любителів математики.


Цікаві свідчення залишили нам біографи знаменитого французького математика Сімона Дені Пуассона (1781-1840) про зародження в ученого інтересу до математики. Якось приятель показав Дені декілька задач, яких сам не зміг розв’язати. Пуассон дуже швидко розв’язав їх майже усі. Тільки з однією довелося «повозитися» трохи довше.  «Ця задача визначила мою долю, - любив згадувати Пуассон. – Я  зрозумів, що неодмінно маю стати математиком».


Суть задачі Пуассона – так її тепер називають  - в наступному.


Якийсь чоловік має 12пінт  квасу (пінта ≈0,57 літра) і хоче відміряти половину, але у нього немає посудини на шість пінт, а є дві посудини: одна – на 8пінт, а друга – на 5пінт. Запитується, яким чином можна налити шість пінт у посудину місткістю вісім пінт?


!?  Розв’яжемо задачу Пуассона. Для зручності    5-пінтову посудину називатимемо першою, а 8-пінтову – другою, а 12-пінтову – третьою.


Послідовність переливань  видно із такої схеми:
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8пінт�
12пінт�
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ІІ�
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4�
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9�
�
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В результаті в другій і в третій посудині одержали по 6 пінт квасу, що й треба було зробити.


Задачі, подібні до задачі Пуассона, називаються задачами на переливання.


Їх розв’язання краще записувати у вигляді таблиці, де видно, яка кількість рідини знаходиться у посудинах на даний момент часу.








Задача 1.  Як, використовуючи банки 3л і 5л, набрати води рівно 1л?


Банки�
Переливання�
�
5л�
-�
3�
3�
5�
�
3л�
3�
-�
3�
1�
�



Задача 2.  Яким чином з річки можна принести рівно 6л води, якщо є тільки два  відра – 4л і 9л?


Посудини�
Переливання�
�
9л�
9�
5�
5�
1�
1�
-�
9�
6�
�
4л�
-�
4�
-�
4�
-�
1�
1�
4�
�



Задача 3.   Бідон місткістю 19 л заповнено молоком. Треба перелити з цього бідона 5л  у семилітровий бідон, використовуючи вільний трилітровий бідон.


Посудини�
Переливання �
�
10 л�
3�
3�
6�
6�
9�
9�
2�
2�
�
7л�
7�
4�
4�
1�
1�
-�
7�
5�
�
3л�
-�
3�
-�
3�
-�
1�
1�
3�
�



В загальному вигляді задачі, подібні до наведених, можна сформулювати так:


Є дві порожні посудини А і В  місткістю а і в(а≤в) і посудина С місткістю с одиниць об’єму, (с≤а+в).  переливаючи послідовно рідину з однієї посудини в іншу, треба досягти того, щоб у посудині В залишилося рівно d (d<в) одиниць об’єму  даної  рідини.


При цьому передбачається, що  допустимими є лише наступні чотири типи переливання:


з посудини С в посудину А або В можна лити рідину до тих пір, поки вона не наповниться  вщерть;


з посудини В можна лити рідину в посудину А доти, доки  або А не стане повною, або В не стане порожньою;


з посудини А можна лити рідину в посудину В доти, доки В не стане повною, або не спорожніє А;


усю рідину з посудини А або В можна вилити в С.


Що ж до загальної стратегії розв’язування задач на «переливання», то вона може бути такою.


На кожному наступному етапі слід намагатися одержати ситуацію з розподілом рідини, якого ще не було на попередній етапах. Оскільки посудин тільки декілька, то через невелику кількість кроків потрібна ситуація все одно виникає. Щоправда, якщо тільки процес не «зациклиться». Це може статися при певних співвідношеннях а, в і d. Тоді задача розв’язків не матиме. Умовою такого «зациклення» є те, що число d не ділиться  націло на НСД (а, в).





Задачі для самостійного розв’язування


Є дві посудини місткістю 5л і 3л. Як за допомогою цих посудин набрати із озера 1л і 2л води?


Є три посудини по 3л, 5л, 9л. третя посудина вщерть наповнена квасом. Як відміряти за допомогою перших двох посудин рівно1л; рівно 4л квасу?


Відро місткістю 10л  вщерть наповнене молоком. Є два менші відерця на 5 і 7 літрів. Як за допомогою їх відміряти рівно 6л молока?


 Чи можна з 12-літрового відра відміряти рівно 5л води, якщо є дві порожні банки місткістю 4л і 6л?


У каністрі не менше 10л дизельного пального. Як відлити з неї шість літрів, маючи 9-літрове відро і 5-літрову банку?
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Задачі, які розв’язуються з кінця


Багато задач краще починати розв’язувати з кінця.   Це буває тоді, коли в задачі задана деяка операція і вона має обернену, то  можна зробити «обернений» хід від кінцевого результату дол. Вихідних даних. Наприклад, треба винести шафу з кімнати. Увійде вона у двері, чи ні? Увійде, тому що у двері її винесли. Аналіз з кінця використовують, коли проводять пошук виграних та програних ситуацій.


При розв’язанні задач, які розв’язуються з кінця, найкраще використовувати графічні схеми або таблиці. Наприклад, розглянемо задачу.


Задача 1.  Лисиця Аліса і кіт Базиліо привели Буратіно на пустирище і сказали: «Це Поле чудес. Якщо ввечері закопаєш тут золоті монети, то вранці виросте дерево, на якому буде втричі більше золотих монет. Потім зібрані монети можна знову закопати і знову виросте дерево з монетами, яких стане втричі більше, ніж було до цього. Закопай свої монети, а ми охоронятимемо.» за послуги лисиця та кіт запропонували Буратіно після кожного врожаю віддавати їм по 9 монет. Подумавши, Буратіно не погодився на їхні умови. Він сказав, що після двох врожаїв у нього зовсім не залишиться грошей. Скільки золотих монет було у Буратіно?


!? Порядок дій, які відбулися за змістом задачі, відтворимо графічно. Операцію збільшення (зменшення) у кілька разів показуватимемо дужкою: � EMBED Equation.3  ���, а  збільшення (зменшення) на кілька одиниць – горизонтальною лінією: __. Над графічним зображенням напишемо, у скільки чи на скільки відбулося зменшення або збільшення. За сюжетом у змісті задачі два етапи – два врожаї. Етапи відокремлюватимемо один від одного вертикальної рисочкою: |. Наприклад, одержимо таку графічну схему за змістом цієї задачі:


   ·3         ·3


? � EMBED Equation.3  ���-9|� EMBED Equation.3  ���-9 | 0 


Розв’язувати задачу почнемо з кінця, тобто  використовувати дії, обернені до тих, що подані у ланцюжку. Краще розв’язання виконати у два етапи, бо за змістом задачі було два врожаї. Спочатку з’ясовуємо, скільки золотих монет було у Буратіно перед другим урожаєм, потім – скільки золотих монет мав Буратіно перед першим урожаєм. Кожен етап – це дві арифметичні дії. Розв’язання матиме такий вигляд: 


(0+9):3=3 (м) – було у Буратіно перед другим урожаєм;


(3+9):3=4 (м) – мав Буратіно перед першим урожаєм.


Відповідь: у Буратіно спочатку було 4 монети.


Задача 2.  Магазин першого дня продав половину сувою тканини, другого дня – половину решти, а третього дня – половину нового залишку й останні 5м. Скільки метрів тканини було у сувої спочатку?


!?  Зробимо спочатку схему-ланцюжок подій, описаних в умові задачі.


     :2    :2   :2


? � EMBED Equation.3 ���|� EMBED Equation.3 ���|� EMBED Equation.3 ���-5|0


(0+5)·2=1о (м) – було перед другим продажем;


10·2=20 (м) – було перед третім продажем;


20·2=40 (м) – було у сувої спочатку.


Задачі для самостійного розв’язування


Господиня продала першому покупцеві половину груш, які вона мала, та ще п’ять груш, другому – половину залишку та ще 3 груші, третьому  покупцеві – половину нового залишку та ще 4 груші. Після цього у неї залишилось 2 груші. Скільки груш було у господині спочатку?


Сергійкова мама принесла з магазину яблука. За сніданком хлопчик зі своєю родиною з’їли половину яблук та ще 2 яблука. За обідом і вечерею з’їли половину  яблук з тих, що залишилися  та ще 4. Потім половину нового залишку та ще 1 яблуко мама віддала сусідці для пирога. Після цього вдома залишилось 5 яблук. Скільки яблук купила мама?


Мама залишила Вероніці цукерок на три дні. Першого дня дівчинка з’їла половину всіх цукерок та ще одну. Другого дня -  половину залишку та ще 2 цукерки. Третього дня – половину нового залишку  й останні 2 цукерки. Скільки цукерок залишила дівчинці мама?


У царя було троє синів:  старший, середній і молодший Іван-дурень. Знаючи, що в Івана є гроші, старші брати вирішили перехитрити молодшого. Вони розповіли йому: «Якщо вийти в чисте поле і сказати:  «Дайте гроші» та ще тричі тупнути ногою, то гроші в кишені подвояться». За цю новину Іван мав щоразу віддавати братам  по 20к. Але Іван підрахував, що після другого виходу в поле і розрахунку з братами, грошей у нього зовсім не залишиться. Іван відмовив братам. Скільки грошей було у Івана спочатку?





А тепер розглянемо приклади задач, які краще розв’язати з кінця за допомогою таблиці.  В цих задачах одночасно відбувається кілька  дій. А в попередніх задачах дії відбувалися послідовно: одна за одною. Тому за умовою задачі ми могли відтворити ланцюжок дій. За змістом тих задач, які ми зараз розв’язуватимемо також з кінця, ми не зможемо побудувати ланцюжок дій.


Наприклад, розглянемо задачу.


Задача 1. Три брати розподілили між собою 24 яблука так, що кожен із них отримав стільки яблук, скільки йому років. Молодший брат залишився незадоволений розподілом, бо  отримав яблук найменше. Він запропонував: «Я залишу собі тільки половину своїх яблук, решту розділю між вами порівну. Після мене нехай спочатку середній, а потім і старший брат зроблять так само, як і я» брати погодилися, і яблук врешті-решт, стало у всіх  порівну. Скільки років було кожному з братів?


!? За умовою цієї задачі яблука розподіляються між трьома братами, тобто, одночасно відбувається кілька дій. Нам треба одразу фіксувати,  скільки яблук стає у кожного з братів після того, як старший, середній і молодший послідовно віддають свої яблука. Тому доцільно результати кожного розподілу яблук записати до таблиці.  В першому рядку таблиці показано кінцевий результат, коли яблук  у всіх стало порівну (24:3=8). Це сталося після того, як старший брат віддав половину своїх яблук середньому і молодшому братам. Отже, до цієї операції у старшого було 8·2=16 яблук. Середньому і молодшому братам він віддав порівну з половини, тобто по 4 яблука (8:2).  Отже, у середнього і молодшого братів було на 4 яблука менше, ніж стало. Отже, другий порядок таблиці буде такий: 4, 4, 16. Далі міркуємо так само: середній брат перед тим, як виконувати операцію розподілу яблук,  мав 8 яблук, бо половину своїх яблук віддав молодшому і старшому братам (4:2).  Старшому і молодшому братам середній брат віддав по 2 яблука (4:2). Отже, у молодшого і старшого братів було на 2 яблука менше (4-2; 16-2). Значить, третій порядок таблиці буде таким: 2, 8, 14.


До виконання операції з розподілу яблук молодший брат мав 4 яблука (2·2) середньому і старшому він віддав по яблуку. Можна заповнити останній рядок таблиці: 4, 7, 13.





Молодший брат�
Середній брат�
Старший брат�
�
8�
8�
8�
�
4�
4�
16�
�
2�
8�
14�
�
4�
7�
13�
�



Відповідь:  молодшому братові – 4; 


роки середньому братові – 7 років; 


старшому братові  - 13 років.


Задача 2.  48 сірників розклали на три нерівні кіпки.  Скільки сірників у кожній невідомо, але відомо наступне: якщо з першої перекласти у другу стільки сірників, скільки в цій другій було, потім з другої в третю перекласти стільки, скільки в цій третій перед  тим буде знаходитися, і нарешті  з третьої перекласти в першу стільки, скільки в цій першій купці було, то в результаті кількість сірників в усіх купках буде однаковою. Скільки сірників було в кожній купці спочатку?


!?  Будемо виходити з того, що після всіх перекидань кількість сірників у купках стала однаковою (48:3=16).


На кінець маємо: 


1 купка�
2 купка�
3 купка�
�
16�
16�
16�
�



Перед цим до першої купки було покладено стільки, скільки в ній було, тобто кількість подвоїлась. Тому до перекладання в першій купці було 8 сірників. У 3 купці, з якої ці 8 сірників було взято, перед тим було 16+8=24 сірники.


Тепер розподіл сірників такий:





1 купка�
2 купка�
3 купка�
�
8�
16�
24�
�



Далі ми знаємо, що перед цим з купки 2 було перекладено до купки 3 стільки сірників, скільки в ній було. Тому 24 – подвоєна кількість сірників, що були  в купці 3 до цього перекладання. Розподіл сірників після першого перекладання такий:


1 купка�
2 купка�
3 купка�
�
8�
28�
12�
�



28 – це подвоєна кількість, бо першим перекладанням до купки 2 поклали стільки, скільки було, і переклали з 1 купки. Тому спочатку розподіл був таким:


1 купка�
2 купка�
3 купка�
�
22�
14�
12�
�
Відповідь:  1 купка – 22 сірники, 2 купка – 14 сірників, 3 купка – 12 сірників.


Аналогічно розв’язуються наступні задачі.


Задачі для самостійного розв’язування.


На трьох гілках сиділо 24 горобці. Коли з першої гілки на другу перелетіло 4 горобці, а з другої на третю – 3, то на усіх гілках їх стало порівну. Скільки горобців сиділо на кожній гілці спочатку?


Троє друзів-колекціонерів: Денис, Сашко та Кирило домовилися зіграти три партії шахів за умови, що той, хто програє партію, додає двом іншим гравцям ще по стільки марок, скільки у кожного вже є. зіграли три партії Причому, програв кожний: спочатку Денис, потім Сашко, за ним Кирило. Після цього у кожного з них залишилось по 24 марки. Скільки марок мав кожен хлопець спочатку?


Три хлопчики ділили 120 фантів. Спочатку Петрик дав Іванку та Толику стільки фантів, скільки у них було. Потім Іванко дав Толику  і Петрику стільки, скільки в них  стало. І врешті Толик дав Петрику та  Іванкові стільки, скільки в них на цей момент було. В результаті всім дісталось порівну. Скільки фантів було у кожного спочатку?


    Ведмідь з базару плюшки ніс,


Але, присівши на пеньок,


Він половину всіх їх з’їв


Та ще пів плюшки на зубок.


Ішов, ішов, присів спочить


І під «ку-ку» зозулі


Знов половину плюшок з’їв


Та ще додав пів плюшки.


Стемніло, він став швидше йти,


Але на ганку хатки


Він знов пів залишку поїв


Та ще додав пів плюшки.


З порожнім кошиком – на жаль!


Він в хатку повернувсь понуро…


Я хочу, щоб могли сказать,


А скільки плюшок було?


�
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