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Задачі районної олімпіади
6 клас

1. Дано квадрат 5x5 клітинок. Розташуйте в клітинках цього квадрата плюси і мінуси так, щоб у будь-якому квадраті 3x3 було рівно 8 мінусів.
2. Наведіть хоча б один приклад 100-цифрового числа, кожна цифра якого відмінна від нуля і яке ділиться на суму своїх цифр.
3. Мишко бреше по понеділках, вівторках і середах, а в інші дні говорить правду. В які дні він може зробити правдиву заяву: „Я брехав учора і брехатиму завтра"?
[image: image59.png]


4. Розріжте фігуру, що зображена на малюнку, на дві рівні (які співпадають при накладанні) частини.
5. У будь-яких двох із 20 учнів, переможців шкільного туру математичної олімпіади фізико-математичної гімназії №17 м. Вінниці, є спільний дідусь. Доведіть, що у одного із дідусів у цій гімназії навчаються не менше 14 онуків (хлопчиків і дівчаток).
7 клас
1. Знайти найменший цілий корінь рівняння (|х| - 2006)(х + 2006,2007) = 0.
[image: image60.png]


2. Прямокутник ABCD розрізаний на квадрати так, як це вказано на малюнку. Відомо, що сторона АВ дорівнює 32 см. Знайдіть довжину сторони AD.
3. Вінні-Пух і П'ятачок розділили між собою торт. П'ятачок почав несамовито хрюкати, що йому дісталося мало торта. Тоді Пух віддав йому третину своєї частини. Від цього у П'ятачка кількість торта збільшилась втричі. Яка частина торта була спочатку у Пуха і яка у П'ятачка?
4. Скільки є двоцифрових чисел п таких, що п - 2 ділиться на 3, а п - 3 ділиться на 5? Відповідь обґрунтуйте.
5. Двоє гравців по черзі відривають пелюстки у ромашки, у якої п пелюсток. За один хід дозволяється відірвати або одну пелюстку, або дві пелюстки, які ростуть поруч. Програє той, хто не зможе зробити хід. Хто і як виграє при правильні грі: той, хто робить хід першим, чи його суперник, якщо а) п = 12;      б) п = 11? Відповідь обгрунтуйте.
8 клас 

1. Розв'язати рівняння  
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2. Одне і те ж натуральне число поділили з остачею на 3, на 18 і на 48. Сума трьох одержаних остач дорівнює 39. Знайдіть остачу від ділення даного числа на 3. Відповідь обгрунтуйте.
3. Серединний перпендикуляр до сторони ВС трикутника ABC перетинає сторону АВ в точці D, а продовження сторони АС, за точку А, - в точці Е. Доведіть, що 
[image: image2.wmf]Ð

AED < 
[image: image3.wmf]Ð

ADE.
4. У класі 30 учнів. Чи могло статися так, що 9 із них мають по 3 друга (в цьому класі), 11 - по 4 друга, а 10 - по 5 друзів? Відповідь обґрунтуйте.
5. Паперовий прямокутник в клітинку розмірами 6x11 клітинок розрізали на фігурки виду[image: image4.png]


і фігурки виду[image: image5.png]T




після чого одна із фігурок зникла. Барон Мюнхаузен стверджує, що з усіх фігурок, які залишились, він складе клітчастий прямокутник (без дірок). При цьому фігурки можна повертати і перевертати, але не можна накладати одна на одну. Чи помиляється Барон? Відповідь обгрунтуйте.
9 клас 

1. Нехай п - натуральне число. Десятковий запис числа 5п складається із 2006 п'ятірок і 2006 шісток. Знайдіть суму цифр числа п.
2. У фіналі чемпіонату зі збору грибів взяли участь декілька грибників. Відомо, що переможець (грибник, який назбирав найбільшу кількість грибів) зібрав в 4 рази менше грибів, ніж усі інші грибники. Грибник, який зайняв третє місце, зібрав в 9 разів менше грибів, ніж усі інші грибники, а грибник, який зайняв останнє місце, зібрав в 10 разів менше грибів, ніж усі інші грибники. Скільки всього грибників взяли участь у змаганні?
3. Відрізки AM і ВН відповідно медіана і висота гострокутного трикутника ABC. Відомо, що 
[image: image6.wmf]Ð

BCH = 2
[image: image7.wmf]Ð

MAH і ВС = а. Знайдіть довжину відрізка АН.
4. Катя та її друзі стали по кругу так, що сусіди кожної дитини або обидва хлопчики, або обидві дівчинки. Хлопчиків серед Катрусиних друзів 2006. А скільки дівчаток? Відповідь обгрунтуйте.
5. Квадрат 8x8 складений із 32-х доміно розмірами 1x2. Доведіть, що якісь дві з них утворюють квадрат 2x2.
10 клас

1. На дошці написано три двоцифрових числа, одне із яких починається на 5, друге - на 6, а третє - на 7. Учитель попросив трьох учнів, щоб кожний із них вибрав будь-які два із цих чисел і додав їх. Перший учень отримав 147, а результати другого і третього - різні трицифрові числа, які починаються на 12. Знайдіть числа, які були записані на дошці. Відповідь обгрунтуйте.
2. Що  більше:  
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Відповідь обгрунтуйте.
3. Нехай ABC - рівнобедрений трикутник, в якому АВ = АС. Нехай D - середина ВС, М - середина AD і N - основа перпендикуляра, опущеного з точки D напряму ВМ. Доведіть, що 
[image: image9.wmf]Ð

ANC = 90º.
4. На координатній площині задано точки    А(0, 0),   В(1, 0),   С(3, 0),   D(4, 0),   Е(-2, 5),  F(-l, 5),  G(8, 5)  і  Н(9, 5). Чи існує такий квадратний тричлен, графік якого перетинає чотири відрізки АВ, CD, EF і GH?
5. Вузли нескінченного паперу в клітинку пофарбовані в два кольори (кожний вузол в окремий колір). Доведіть, що існує дві горизонтальні та дві вертикальні прямі, на перетині яких лежать точки одного кольору.
11 клас

1. Розв'язати рівняння  sin5x - 2cos2x = 3.
2. Андрійко склав із одиничних кубиків прямокутний паралелепіпед, записав на папірці числа 42, 48, 82 і сказав, що це - об'єм, площа повної поверхні та сума довжин усіх ребер цього паралелепіпеда, але не сказав, де яке число. Знайдіть розміри (довжини ребер) паралелепіпеда, який склав Андрійко.
3. В опуклому чотирикутнику ABCD  
[image: image10.wmf]Ð

CBD = 
[image: image11.wmf]Ð

CAB, а 
[image: image12.wmf]Ð

ACD = 
[image: image13.wmf]Ð

ADB. Доведіть, що із відрізків ВС, AD і АС можна скласти прямокутний трикутник.
4. Дано натуральне число п. Всі натуральні числа, які більші п2 і менші  п2 + п  пофарбуємо в червоний колір. Доведіть, що добуток двох різних червоних чисел має рівно два червоних дільника.
5. Додатне число  х таке, що [х] · {х} = 1003. Знайдіть всі можливі значення різниці 
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Тут через [х] позначають найбільше ціле число, яке не перевищує х, а через {х} - різницю х - [х].
Відповіді та вказівки

6 клас
[image: image61.wmf]6.1.  Наприклад.
(Існує багато інших розташувань знаків.)
[image: image62.wmf]6.2. Наприклад, 11... 119875 ділиться на 125. У цьому числі 96 одиниць. Дійсно, 11...1 19875 = 11...119000 + 875 і кожен з доданків ділиться на 125. (Існують й інші приклади.)
6.3. Відповідь. В понеділок і середу. Вказівка. Потрібно вказати ті дні, в які ця заява буде істинною.
6.4. Відповідь. Див. мал.
6.5. Вказівка. Нехай у всіх 20 учнів гімназії немає спільного дідуся (у протилежному випадку твердження задачі очевидне). Доведемо, що у цьому випадку у всіх цих учнів є не більше трьох різних дідусів. Дійсно, нехай у якогось одного учня дідусі А і Б, а у другого - А і В. Тоді, якщо якийсь учень має дідуся Г, то його другим дідусем може бути лише дідусь А. Отже, в усіх учнів є спільний дідусь, що суперечить припущенню.
Далі, знайдеться пара дідусів, у яких кількість їх спільних онуків, не більша 6 (якщо це не так, то кожна із трьох пар дідусів має по меншій мірі 7 онуків, і всього їх буде по меншій мірі 21). Тоді третій дід має не менше 20 - 6 = 14 онуків.
7 клас
[image: image63.png]


7.1. Відповідь.  -2006. Вказівка. Потрібно розв'язати такі два рівняння: |х| - 2006 = 0 та х + 2006,2007 = 0.
7.2. Відповідь. 29 см. Вказівка. Позначимо через х і у сторони найменшого і другого за величиною квадратів. Виразимо сторони усіх квадратів через .х і у. Розв'язавши рівняння  АВ = CD = 32 см, одержимо х = 4 см, у = 5 см. після чого всі сторони квадратів визначаються однозначно (див. малюнок).
7.3. Відповідь.
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 і 
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. Вказівка. Третина долі Пуха збільшила втричі долю П'ятачка, тобто сама була вдвічі більша за неї. Отже, вся доля Пуха була в 6 разів більша за долю П'ятачка, тобто у Пуха було 
[image: image17.wmf]7
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 торта, а у П’ятачка 
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7.4. Відповідь. 6. Вказівка. З умови задачі слідує, що п = 3k + 2, де k = 3, 4,... ,32  і    п = 5l + 3, де l = 2, 3,... ,19. Виписавши множину всіх чисел першого виду і множину всіх чисел другого виду ми помічаємо, що вони містять 6 спільних елементів.
7.5. Відповідь. В обох пунктах виграє гравець, що ходить другим. Вказівка. Незалежно від першого ходу першого гравця, другий може після свого першого ходу залишити два однакових за довжиною ланцюжки пелюсток. А далі робити симетричні ходи до ходів першого.
8 клас 

8.1. Відповідь. -1. Вказівка. Якщо х < 1, то рівняння набуває вигляду х2 – х - 2 = 0. Звідки .х = -1. Якщо х > 1, то рівняння набуває вигляду х2 + х - 2 = 0. Коренями цього рівняння будуть числа -2 і 1, але вони не задовольняють умову х > 1.
8.2. Відповідь. 1. Вказівка. Оскільки числа 18 і 48 - обидва парні, то остачі від ділення будь-якого натурального числа п на 18 і на 48 будуть мати однакову парність (якщо п - парне, то обидві остачі будуть парними, а якщо - непарні, то обидві остачі будуть непарними). Отже, сума остач від ділення нашого числа на 18 і на 48 буде парним числом. Оскільки сума усіх трьох остач - число непарне, то остача від ділення нашого числа на 3 буду непарною, тобто 1.
[image: image64.png]


8.3. Вказівка. Нехай М - середина сторони ВС трикутника ABC. У трикутнику BCD відрізок DM є висотою і медіаною. Тому, він є також і його бісектрисою а це означає, що 
[image: image19.wmf]Ð

BDM = 
[image: image20.wmf]Ð

CDM.
Далі маємо 


[image: image21.wmf]Ð

АDE = 
[image: image22.wmf]Ð

BDM = 
[image: image23.wmf]Ð

CDM = 
[image: image24.wmf]Ð

ACD+ 
[image: image25.wmf]Ð

АED > 
[image: image26.wmf]Ð

AED.
У першій рівності ми скористалися тим, що кути вертикальні, а у останній, що 
[image: image27.wmf]Ð

CDM - зовнішній кут трикутника CDE. Таким чином, для трикутника ADE виконується нерівність: 
[image: image28.wmf]Ð

ADE > 
[image: image29.wmf]Ð

AED. Звідки випливає, що АЕ> AD, бо в трикутнику проти більшого кута лежить більша сторона.
8.4. Відповідь. Ні, не може. Вказівка. Поставимо у відповідність кожному учневі точку на площині і з'єднаємо дві точки відрізком, якщо ці точки відповідають учням, що є друзями, і не будемо їх з'єднувати - у протилежному випадку. Тоді, припустивши, що це можливо, ми підрахуємо кількість усіх проведених відрізків. Вона буде рівною 
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(ми поділили суму на 2, бо при такому підрахунку кожний відрізок рахується двічі). Оскільки ця кількість не є цілим числом (вона дорівнює 60,5), то наше припущення неправильне.
8.5. Відповідь. Так, помиляється. Вказівка. Припустимо, що Барон не помиляється і він може скласти  прямокутник з усіх фігурок, що залишилися. Даний прямокутник складається з 6 · 11 = 66 клітинок.
Якщо зникла п'ятиклітинкова фігура, то прямокутник, який склав Барон буде складатися з 66 - 5 = 61 клітинки. Оскільки 61 просте число, то з усіх фігурок, що залишились можна скласти лише прямокутник розміром 1 x 61 клітинок, а це неможливо, бо у такий прямокутник не поміщається жодна із заданих фігурок.
Якщо зникла чотириклітинкова фігурка, то прямокутник, який склав Барон буде складатися з 66 - 4 = 62 клітинки. Так як 62 = 2 · 31 і 2 та 31 - прості числа, то у Барона міг вийти прямокутник лише з такими розмірами: 1 x 62 або 2 x 31. Помічаємо, що прямокутник, який складається із 62 клітинок, не можна скласти лише з чотириклітинкових фігурок, бо 62 не ділиться на 4. Отже, за припущенням, він мусить містити хоча б одну п'ятиклітинкову фігурку, що неможливо, бо вона не зможе поміститися в жодному прямокутнику 1 х 62 та    2 x 31. Одержані протиріччя і доводять, що Барон помиляється.
9 клас
9.1. Відповідь. 8024. Вказівка. Очевидно, що число п має таку саму суму цифр, як і число 2·5п. При звичайному множенні на 2 «в стовпчик»легко помітити, що кожна «5» дає «0», а кожна «6» дає «2». Крім того, до кожного розряду, із попереднього додається по 1. Тому, сума всіх цифр числа 10 п дорівнює 
0 · 2006 + 2 · 2006 + 4012 = 8024.

9.2. Відповідь. 9 грибників. Вказівка. Припустимо, що в фіналі взяли участь п грибників, а грибник, який зайняв k-е місце, зібрав аk грибів. Нехай також 

S = а1 + а2 + а3 + … + ап. За умовою задачі а1 > а2 > а3 > ... > ап, 
  а1  = 1/4( S – а1), а3  = 1/9( S – а3) і ап  = 1/10( S – ап). Звідки слідує, що а1 = 1/5S, а3 = 1/10S, ап = 1/11S. Замінивши а2 на а3, а також а4, … ап-1 на ап, одержимо:
S = al + a2 + a3 + ... + an > al + a3 + a3 + (n - 3) an = 1/5S + 2 ·1/10S + (n - 3) 1/11 S.
Звідки слідує, що 5п < 48, тобто п < 9 . Далі аналогічно, одержуємо:
S = al + a2 + a3 + ... + an < a1 + a1 + (n - 3) a3 + an = 2 · 1/5S + (п - 3) · 1/10S + 1/11S. 

Звідки слідує, що 11n > 89, тобто п≥9. Таким чином, п = 9 .
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9.3. Відповідь. АН = а/2. Вказівка. Оскільки НМ - медіана прямокутного трикутника  ВНС, то  НМ = ВМ = МС = а/2. Крім того, 
[image: image31.wmf]Ð

MHC = 
[image: image32.wmf]Ð

MCH = γ. За умовою задачі 
[image: image33.wmf]Ð

MAH = γ/2. Тому, за теоремою про зовнішній кут трикутника знаходимо, що 

[image: image34.wmf]Ð

AMH = 
[image: image35.wmf]Ð

MHC - 
[image: image36.wmf]Ð

MAH = γ - γ/2 = γ/2. А це означає, що трикутник АНМ - рівнобедрений і 
АН = НМ = а/2.
9.4. Відповідь. 2005 дівчаток. Вказівка. Якщо у когось із Катрусиних друзів сусіди однакової статі, то очевидно, що всі, хто стоять по кругу, - однакової статі, а це суперечить умові. Отже, хлопчики та дівчатка чергуються. Оскільки хлопчиків 2006, то усіх дівчаток також 2006, а без Каті - 2005.
9.5. Вказівка. Припустимо супротивне і розглянемо ситуацію на головній діагоналі. Клітинки на ній  повніші бути покриті тільки горизонтальними (або вертикальними) доміношками.
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10.1. Відповідь. 51, 69, 78. Вказівка. Найбільша сума двох із трьох даних чисел 
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, тому вона дорівнює 147. Звідки випливає, що y + z - 17. Тому, y = 8, z = 9 або у = 9, z = 8. У першому випадку одержуємо 
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. Звідки t = 9, х = 0. Але тоді 50 + 68 = 118, що суперечить умові. Отже, два більших числа будуть рівні 69 і 78. Тоді, за умовою, 
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. З першої рівності випливає, що х ≥ 1, а з другої, що х ≤ 1. Тому,   х = 1, а найменше число дорівнює 5 1.
10.2. Відповідь. Друге число. Вказівка. Підрахуйте задану суму. Для цього скористайтеся такими формулами:
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10.3. Вказівка. Добудуйте трикутник ADC до паралелограма ADCS.  Тоді ADCS - прямокутник. Точки В, М і S лежать на одній прямій, бо трикутники DMB і AMS рівні (за двома сторонами і кутом між ними). Нехай R - точка перетину діагоналей АС і DS  прямокутника ADCS. Діагоналі прямокутника рівні і точкою перетину діляться навпіл. Тому, RA = RD = RC = RS = b/2 , де b - довжина бічної сторони даного трикутника ABC. Розглянемо прямокутний трикутник DNS. Його медіана NR дорівнює половині гіпотенузи DS, тобто RN = b/2. А це означає, що R - центр кола, яке проходить через точки A, S, C, D, N. Тому, 
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ANC = 90°, як вписаний, що спирається на діаметр.
10.4. Відповідь. Ні, не існує. Вказівка. Припустимо, що f(х) - потрібний квадратний тричлен. Нехай х1 і х2 - корені рівняння f(х) = 0 (х1 < х2), а х3 і х4 - корені рівняння  f(х) = 5    (х3 < х4).  Тоді,   х3 < х1 < х2 < х4 і, за теоремою Вієта, 
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. Звідки випливає, що х4 - х2 = х1 – х3. Але це не можливо, бо 4 ≤ х4 ≤ х2 ≤6,                    а 1 ≤ х1 - х3 ≤ 3,бо -2 ≤ х3 < -1, 0 ≤ х1 < 1, 3 ≤ х2 ≤4 і 8 ≤ х4 ≤ 9.
10.5. Вказівка. Візьмемо три вертикальних прямі і дев'ять горизонтальних. Будемо розглядати тільки точки перетину цих прямих. Так як є лише 8 варіантів розфарбування трьох точок у два кольори, то знайдуться дві горизонтальні  прямі, на яких лежать однаково розфарбовані трійки точок. Серед трьох точок, розфарбованих у два кольори, знайдуться дві однаково розфарбовані точки. Вертикальні прямі, які проходять через ці точки, разом з раніше обраними двома горизонтальними прямими і є шуканими.
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11.1. Відповідь. 
[image: image45.wmf]п

p

p

2

2

+

 де п
[image: image46.wmf]Î

Z. Вказівка. Оскільки sin5x ≤ l і -cos2x ≤ l, то ліва частина не перевищує 3 і дорівнює 3. якщо 
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Для знаходження значень х, які задовольняють цим двом рівнянням, поступимо так. Розв'яжемо одне із них. Потім серед знайдених значень відберемо ті. які задовольняють і другому.
Розпочнемо із другого: cos 2x = -1, 
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 Z. Тоді 5x = 
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.Зрозуміло, що лише для парних k буде sin5 =-1.
11.2. Відповідь. 2 x 3 x 7. Вказівка. Оскільки паралелепіпед складений із одиничних кубиків, то паралелепіпед прямокутний і довжина його ребер виражається цілими числами. Нехай a x b x c  - розміри паралелепіпеда, де  а, b, с  - цілі додатні числа. Тоді, сума довжин усіх ребер Р = 4(а + b + с), площа повної поверхні S = 2(ab + bс + +са). а об'єм V = abc. Оскільки а, b, с - цілі додатні числа, то Р - ціле число і ділиться на 4. А так як, серед виписаних Андрійком чисел, лише одне ділиться на 4, це число 48, то Р = 48, а а + b + с = 12. Нехай об'єм  V = 82, тоді довжина одного із ребер ділиться на 41 (41 - просте число), а тому а + b + с > 41 > 12. Отже, V = 42 і  S = 82. Залишилося знайти ребра паралелепіпеда. Для цього потрібно 42 розкласти в добуток трьох цілих множників, сума яких дорівнює 12. Невеличкий перебір дає єдину можливість: 42 = 2 • 3 • 7.
11.3. Вказівка. Нехай О - точка перетину діагоналей чотирикутника ABCD. Тоді. трикутники  СВО  і CAB  - подібні (за двома кутими). Звідки слідує, що              ВС/АС = СО/ВС, тобто ВС2 = АС · СО. Аналогічно доводиться, що AD2 = АС ·  АО. Додавши ці дві рівності, одержимо: ВС2 + AD2 = AC · CO + AC · AO= AC2, тобто ВС2 + АD2 = АС2. А це означає, що ВС < АС, AD < АС і AC<BC + AD, тобто із відрізків ВС, AD, АС можна скласти трикутник PQR, в якому РО = ВС, OR = AD і PR = AC. Нехай φ - величина кута PQR , тоді за теоремою косинусів:
PR2 = РQ2 + QR2 – 2 ·PQ · QR · cos φ, АС2 = ВС2 + AD2 – 2 · ВС · AD ·cos φ. Враховуючи рівність АС2 = ВС2 + AD2, одержуємо: · cos φ = 0. Звідки · φ = 90о .
11.4.  Вказівка. Нехай а і b два різних червоних числа, ad - червоний дільник числа ab, який відмінний від а і b. Тоді число сd можна подати у вигляді: d = dа · db. де dа - дільник числа а і db - дільник числа b . Оскільки a
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dа  і d
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dа , то |а – d| 
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dа , тобто      dа≤ |а – d| < n, бо числа a і  d  належать інтервалу (n2; n2+п). Аналогічно b
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db і d
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db, тому |b - d |
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 db. тобто db≤ |b - d| < n. Отже, d = dа - db < n2,що суперечить припущенню про те, що d - червоне.
11.5. Відповідь. 2006 . Вказівка. Оскільки х = [х] + {х}, то х2 =([х] + {x})2 = [x]2 + +2[х]{х} +  {х}2 = [х]2 + 2006 + {х}2. Оскільки 0 < {х} < 1, то 0 ≤ {х}2 < 1, а число   [х]2 + 2006 - ціле, то [х2] = [х]2 + 2006. Звідки випливає, що [х2] - [х]2 = 2006.
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