11. Настольные часы с часовой и минутной стрелками имеют форму куба с круглым циферблатом в центре одной из граней. На часах нет чисел и каких-либо пометок, показывающих, где у них верх. Поэтому можно случайно поставить их на бок или даже вверх ногами.

а) Какое время показывают часы на рисунке?

б) Есть ли в сутках хотя бы один такой момент, когда нельзя будет определить, какое время показывают эти часы? 

12. По кругу стоят 10 бочек с водой. Сначала половину воды из первой бочки перелили во вторую; потом треть воды из второй бочки перелили в третью; затем четверть воды — из третьей бочки в четвертую, ..., после чего 1/10 из девятой бочки перелили в десятую, и, наконец, долили воду из десятой бочки в первую до её исходного уровня. Могло ли в каждой бочке оказаться столько же воды, сколько было в ней вначале? 

13. Пусть n — натуральное число. Каких треугольников с целыми длинами сторон больше: разносторонних, у которых длины сторон не меньше 1 и не больше n + 3, или всевозможных, у которых длины сторон не меньше 1 и не больше n? 

14. 60 детей построились парами и пошли в музей. По пешеходному переходу они шли толпой, а после него снова построились парами (но некоторые пары могли стать другими). Докажите, что в музее детей можно разбить на три равные группы так, что дети в одной группе ни разу не были в одной паре. 

15. Величина угла C при вершине равнобедренного треугольника ABC равна 120°. Из вершины C выпустили внутрь треугольника два луча, которые, отразившись от основания AB в точках M и N (по закону «угол падения равен углу отражения»), попали соответственно на боковую сторону AC в точку P и на боковую сторону BC в точку Q. Отрезок PQ пересекает CM в точке X, а CN — в точке Y. Докажите, что AP = CQ, то треугольники PMX, XCY и QNY равны. 

6. В единичные треугольники фигуры впишите числа от 1 до 12 так, чтобы сумма четырёх чисел в каждом треугольнике со стороной 2 была равна 20. 

7. Квартира представляет собой квадрат размером 3×3, разделённый стенами на квадратики–комнаты размером 1×1. Между каждыми двумя соседними по стене комнатами есть дверь, но сейчас все двери заперты. Какое наименьшее число дверей нужно открыть, чтобы кот, сидевший в одной из комнат, мог гулять по всей квартире? 

8. Два одинаковых точечных шара движутся с разными скоростями по одной окружности в одну сторону. Запущенные с этими скоростями каждый в отдельности, они делали бы в минуту 7 и 12 оборотов соответственно. При совместном движении они сталкиваются, обмениваясь после удара своими скоростями. Докажите, что шары будут встречаться в конечном числе точек, расположенных в вершинах некоторого правильного многоугольника, и найдите число этих точек. 

10. Фирма выпускает наборы из 7 теннисных мячиков в двух видах упаковок: длинный цилиндр толщиной в один мячик и плоский цилиндр высотой в 1 мячик, как показано на рисунке. Мячики касаются друг друга и стенок так, чтобы не болтались. Пустое место заполняется пластиковой крошкой. а) На заполнение какой упаковки — длинной или плоской,— уходит больше крошки? б*) Сколько граммов крошки уходит на заполнение плоской упаковки, если на заполнение длинной уходит 90 граммов?

 Для решения пункта б) вам понадобится интересный факт, который знал ещё Архимед: шар занимает ровно 2/3 объёма цилиндра, в который он вписан (шар касается стенок, дна и крышки цилиндра). 

1. Найдутся ли 10 разных натуральных чисел, ни одно из которых не является квадратом целого числа, со свойством:

а) произведение любых двух из этих чисел является квадратом целого числа;

б) произведение любых трёх из этих чисел является квадратом целого числа? 

2. Фигура «соты» представляет собой объединение трёх равных правильных шестиугольников. Разрежьте эту фигуру на три одинаковые части и сложите из них один правильный шестиугольник. 

3. Маляр-хамелеон ходит по клетчатой доске как обычная шахматная ладья. Попав в очередную клетку, он либо перекрашивается в её цвет, либо перекрашивает клетку в свой цвет. Белого маляра-хамелеона кладут на чёрную доску размерами 8×8 клеток. Сможет ли он раскрасить её в шахматном порядке? 

4. В прямоугольном треугольнике вписанная окружность касается одной из средних линий. Докажите, что длины сторон этого треугольника относятся друг к другу как 3 : 4 : 5. 

5. В числе, являющемся натуральной степенью двойки, переставили цифры. Может ли полученное число оказаться большей натуральной степенью двойки?


 1344. Том Сойер красит забор, состоящий из длинной (бесконечной) последовательности прямоугольных досок разной высоты и ширины. Каждая доска на 1% уже, чем предыдущая, и выше предыдущей, однако не выше 2 метров. Том начинает с первой доски и затем, если доска выше предыдущей более чем на 2%, красит её, а в противном случае — пропускает. Может ли забор быть таким, что он покрасит не менее а) 40%; б) 50%; в) 60% площади забора? 

 1347. Имеется 100 серебряных монет, упорядоченных по весу, и 101 золотая монета, также упорядоченные по весу. Известно, что все монеты различны по весу. В нашем распоряжении — двухчашечные весы, позволяющие про любые две монеты установить, какая тяжелее. За наименьшее число взвешиваний найдите монету, занимающую по весу 101-е место. (Укажите это число и докажите, что меньшим число взвешиваний обойтись нельзя.) 

1350. Для любых натуральных чисел n, a и b через V(n, b) обозначим количество разложений числа n в произведение одного или нескольких натуральных сомножителей, каждый из который больше b. (Например, 36 = 6 · 6 = 4 · 9 = 3 · 3 · 4 = 3 · 12, так что V(36, 2) = 5.) Докажите неравенство bV(n, b) < n. 

1351. AC и BC — катеты прямоугольного треугольника ABC, причём AC > BC. На катете AC выбрана точка E, а на гипотенузе AB — точка D так, что BC = CE = BD. Докажите, что треугольник CDE прямоугольный в том и только том случае, когда длины сторон треугольника ABC относятся как 3 : 4 : 5. 

1352. Назовём числа a1, a2, ..., an, где n > 2, близкими, если каждое из них меньше, чем сумма остальных, делённая на n – 1. Докажите неравенства а) a1 > 0; б) a1 + a2 > a3; в) (n – 1)(a1 + a2) £ a1 + a1 + ... + an. 

1353. Таблицу размером n×n заполним числами по следующему правилу: в клетке, стоящей на пересечении i-й строки и j-го столбца, запишем число 1⁄(i + j – 1). В таблице отметим n чисел таким образом, что никакие два отмеченных числа не находятся в одном столбце или в одной строке. Докажите, что сумма отмеченных чисел не меньше 1. 

1355. Если число a = 22k + 2k + 1 не является делителем числа 22k+1 – 1, то число a составное. Докажите это. 

1360*. Обозначим через p(m, n) количество различных покрытий доски размерами m×n клеток mn⁄2 костями домино (прямоугольниками 1×2; разумеется, мы считаем одно из чисел m и n чётным). Докажите, что 

а) p(2, n) = φn — число Фибоначчи; 

б) (3⁄2)n2 < p2(n, n) < 2n2 для любого чётного натурального числа n. 

1361. Из вершины C прямого угла прямоугольного треугольника ABC проведена высота CD и в треугольники ACD и BCD вписаны окружности с центрами P и Q. Общая внешняя касательная к этим окружностям пересекает стороны AC и BC соответственно в точках M и N, а высоту CD — в точке K. Докажите, что 

а) треугольники CMN и ABC подобны; 

б) точки C, M, N, P и Q лежат на одной окружности с центром K, радиус которой равен радиусу вписанной окружности треугольника ABC. 

1362. Если натуральное число a взаимно просто с 10, то для любого натурального M существует такое n, что сумма цифр десятичной записи числа an больше M. Докажите это. (Другими словами, докажите, что последовательность сумм цифр степеней числа a не ограничена.) 

1363. Можно ли n раз рассадить 2n + 1 человек за круглым столом так, чтобы никакие двое не сидели рядом более одного раза, если а) n = 5; б) n = 4; в) n — произвольное натуральное число? 

1364. a, b, c неотрицательные числа, сумма которых равна 1. Докажите неравенства 

а) 4a3 + 4b3 + 4c3 + 15abc ³ 1; 

б) a3 + b3 + c3 + abcd ³ min {1⁄4; 1⁄9 + d⁄27} для любого вещественного числа d. 

1366. Точки M и N — середины сторон CD и DE пятиугольника ABCDE, сторона BC которого параллельна диагонали AD, а сторона AE параллельна диагонали BD. Обозначим точку пересечения отрезков BN и AM буквой O. Докажите, что площадь четырёхугольника MDNO равна площади треугольника ABO. 

1367. В некоторой стране между городами существует авиационное сообщение. В стране 2k + 1 авиакомпания, причём первая осуществляет один рейс, вторая — два рейса и так далее (каждый рейс связывает между собой два города). В стране существует закон, согласно которому ни из какого города ни одна авиакомпания не может осуществлять более одного рейса. Компании решили перераспределить между собой рейсы так, чтобы всем досталось поровну рейсов. Докажите, что это можно сделать, не нарушая закона. 

1368. а) На стороне BC треугольника ABC выбрана точка D. Пусть O, O1, O2 — центры описанных окружностей треугольников ABC, ABD и ACD соответственно. Докажите, что точки O, O1, O2 и A лежат на одной окружности. 

б) На стороне BC треугольника ABC выбрана точка D, не являющаяся её серединой. Пусть O1 и O2 — центры описанных окружностей треугольников ABD и ACD соответственно. Докажите, что серединный перпендикуляр к медиане AK треугольника ABC делит отрезок O1O2 пополам.
303. Прямоугольник размером 300×1000 разрезан на квадраты 1×1, и в некоторых 30 вершинах квадратов помещены одинаковые гирьки. Докажите, что можно выбрать две непересекающиеся группы гирек — не более чем по 10 в каждой — так, что их центры тяжести совпадут. 

304. Будем обозначать звёздочкой некоторую операцию, применимую к любым двум целым неотрицательным числам a и b и дающую в результате тоже целое неотрицательное число a * b. Пусть операция * удовлетворяет следующим условиям: 

a * b = b * a; 

если a * b = c, то b * c = a; 

если a * b > c, то b + c < a или a * c < b.

а) Найдите 0 * 0, 0 * 1, 1 * 1 и 0 * 2. 

б) Докажите равенство 0 * a = a и докажите, что 1 * a = a + 1, если a чётно, и a – 1, если a нечётно. 

в) Существует не более чем одна такая операция. Докажите это. 

г) Такая операция существует. Докажите это и укажите правило, позволяющее по заданным a и b вычислять a * b. 

306. Из шахматной доски удалена одна угловая клетка. На какое наименьшее число равновеликих (одинаковых по площади) треугольников можно разрезать оставшуюся часть доски? 

307. Плоскость разбита на одинаковые шестиугольные комнаты. В некоторых стенах проделаны двери так, что для любой вершины, в которой сходятся три стены (стороны шестиугольников), двери имеются ровно в двух стенах. Докажите, что любой замкнутый путь по такому лабиринту проходит через чётное число дверей. 

309. а) При каких n многочлен x2n + xn + 1 делится на x2 + x + 1? 

б) При каких n на 37 делится число 100...00100...001, где как между первой и второй, так и между второй и третьей единицами стоит по n нулей? 

310. Для любого натурального числа n среди n-значных чисел существует более 8n таких, в десятичной записи которых никакая группа цифр (в частности, никакая цифра) не встречается два раза подряд. Докажите это. 

311. Из одной бактерии получилось 1000 следующим образом: вначале бактерия разделилась на две, затем одна из двух получившихся бактерий разделилась на две, затем одна из трёх получившихся бактерий разделилась на две и так далее. Докажите, что в некоторый момент существовала такая бактерия, число потомков которой среди 1000 бактерий, получившихся в конце, заключено между 334 и 667. 

314. Среди всех 9-значных чисел, в десятичной записи которых нет цифры 0, найдите такое, для которого разность между самим числом и произведением его цифр а) наименьшая; б) наибольшая. 

в) Каков ответ для n-значных чисел при любом n? 

315. На каждом ребре выпуклого многогранника поставлена стрелка так, что в каждую вершину многогранника входит и из каждой выходит хотя бы одна стрелка. Докажите, что существуют по крайней мере две грани многогранника, каждую из которых можно обойти по периметру, двигаясь в соответствии с направлениями стрелок на её сторонах. 

316. а) Сумма квадратов k последовательных натуральных чисел не может быть квадратом целого числа, если k равно 3, 5, 7 или 9. Докажите это. 

б) Придумайте 11 последовательных натуральных чисел, сумма квадратов которых есть квадрат целого числа. 

317*. На некоторой планете каждая страна граничит не более чем с 7 другими. В каждой стране имеется запас золота. Требуется распределить золото так, чтобы каждые две страны, граничащие друг с другом, отличались по количеству золота не более чем в 13 раз. Докажите, что распределение золота можно организовать так, чтобы каждая страна лишилась не более половины имевшегося у неё золота. 

318. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и CE. Докажите, что CE · AB = AD · BC тогда и только тогда, когда AB = BC или величина угла ABC равна 60°. 

321. Для любого прямоугольного стола и для любого положительного числа ε можно указать такую систему покрывающих этот стол прямоугольных салфеток, края которых параллельны краям стола, что любая её подсистема, состоящая из неперекрывающихся салфеток, имеет площадь, меньшую ε. 

б) В алфавите N букв. Несколько букв выписано по окружности так, что никакая буква не встречается два раза подряд и для любых двух различных букв a и b можно провести прямую так, что все буквы a будут по одну сторону от прямой, а буквы b — по другую. Докажите, что выписано не более 2N – 2 букв. 

324. Имеется несколько куч камней. Двое играют в игру, ход которой состоит в том, что игрок разбивает каждую кучу, состоящую более чем из одного камня, на две меньшие кучи. Ходы делают поочередно, пока во всех кучках не останется по одному камню. Победителем считается игрок, сделавший последний ход. Как должен играть начинающий, если сначала в каждой кучке было от 80 до 120 камней? 

325. В некотором треугольнике верхнее число равно 1, крайние числа в каждой строке — тоже 1, а каждое из остальных чисел не меньше суммы двух чисел, стоящих над ним (в частности, этому условию удовлетворяет треугольник Паскаля). Натуральное число a, большее 1, встретилось в этом треугольнике k раз. Докажите неравенство 2k < a2 . 

327. В компании n человек. Каждому из них нравятся ровно k человек из этой компании. При каком наименьшем k можно утверждать, что обязательно найдутся два человека из этой компании, нравящиеся друг другу? 

а) Докажите, что при любом начальном расположении пауки могут поймать муху. 

331. а) Треугольник A'B'C' получен из треугольника ABC поворотом вокруг центра описанной окружности на некоторый угол, меньший 180°. Докажите, что точки пересечения пар прямых: AB и A'B', BC и B'C', CA и C'A' — являются вершинами треугольника, подобного треугольнику ABC. 

б) Четырёхугольник A'B'C'D' получен из вписанного в окружность четырёхугольника ABCD поворотом вокруг центра окружности на угол, меньший 180°. Докажите, что точки пересечения соответствующих прямых: AB и A'B', BC и B'C' , CD и C'D', DA и D'A' — являются вершинами параллелограмма. 

332. При каких k можно составить куб с ребром k из белых и чёрных единичных кубиков так, чтобы для каждого кубика ровно два из его соседей были бы того же цвета, что и сам кубик? (Два кубика считаем соседними, если они имеют общую грань.) 

333. Три мухи ползают по сторонам треугольника АВС так, что центр тяжести образуемого ими треугольника остаётся на одном месте. Докажите, что он совпадаёт с центром тяжести треугольника АВС, если известно, что одна из мух проползла по всей границе треугольника. (Центр тяжести треугольника — это точка пересечения его медиан.) 

334*. Дан многочлен P с а) натуральными; б) целыми коэффициентами. Для каждого натурального числа n обозначим сумму цифр десятичной записи числа |P(n)| через an. Докажите существование числа, которое встречается в последовательности a1, a2, a3, ... бесконечно много раз. 

335*. а) В квадрате размером 7×7 клеток отмечены центры k клеток. При этом никакие четыре отмеченные точки не являются вершинами прямоугольника со сторонами, параллельными сторонам квадрата. При каком наибольшем k это возможно? 

б) Решите ту же задачу для квадрата размером 13×13 клеток. 

336. На плоскости дано конечное множество многоугольников, каждые два из которых имеют общую точку. Докажите, что существует прямая, которая имеет общую точку с каждым из этих многоугольников. 

337. Дан равносторонний треугольник АВС со стороной 1. Первый игрок выбирает точку Х на стороне АВ, второй — точку Y на стороне ВС, затем первый — точку Z на стороне AC. 

а) Цель первого игрока — получить треугольник XYZ как можно большей площади, второго — как можно меньшей площади. Какую наибольшую площадь может обеспечить первый? 

б) Цель первого игрока — получить треугольник XYZ как можно меньшего периметра, второго — как можно большего периметра. Какой наименьший периметр может обеспечить первый? 

338. На доске написано несколько нулей, единиц и двоек. Разрешено стереть две неравные цифры и вместо них написать одну цифру, отличную от стёртых (2 вместо 0 и 1, 1 вместо 0 и 2, 0 вместо 1 и 2). Докажите, что если в результате нескольких таких операций на доске останется одна-единственная цифра, то она не зависит от порядка, в котором производились стирания. 

339. Дана горизонтальная полоса на плоскости, края которой — параллельные прямые, и n прямых, пересекающих эту полосу. Каждые две из этих n прямых пересекаются внутри полосы; никакие три не проходят через одну точку. Рассмотрим все пути, начинающиеся на нижней кромке полосы, идущие по данным прямым и заканчивающиеся на верхней кромке, обладающие такими свойствами: идя по такому пути, мы всё время поднимаемся вверх; дойдя до точки пересечения прямых, мы обязаны перейти на другую прямую. Докажите, что среди таких путей есть путь, 

а) состоящий не менее чем из n отрезков; 

б) проходящий не более чем по n⁄2 + 1 прямым; 

в) проходящий по всем n прямым.
541. В компании из n человек у каждого ровно трое друзей. 

а) Докажите, что n чётно. 

б) Всякую ли такую компанию можно разбить на пары так, чтобы люди в каждой паре были друзьями? 

542. Дан прямоугольный треугольник A0A1A2 с катетами A0A2 = a и A1A2 = b. Муравей ползёт по бесконечной ломаной A2A3A4A5..., где AnAn+1 — высота треугольника An–2An–1An. Найдите длину пути (состоящего из бесконечного числа отрезков). 

б) Постройте предельную точку L, к которой приближается муравей. На каких расстояниях от катетов она находится? 

544. Какое наибольшее число вершин, из которых нельзя провести ни одной диагонали, лежащей целиком внутри многоугольника, может иметь невыпуклый n-угольник? Решите эту задачу сначала для n = 4, 5, 6, 7. 

545. На плоскости задано n точек. Нужно разместить в этих точках n прожекторов, каждый из которых освещает угол величиной 360°⁄n так, чтобы осветить всю плоскость. Докажите, что это возможно при любом расположении данных точек, если а) n = 3; б) n = 4; в) n — любое натуральное число. 

г) Пусть теперь прожекторы освещают углы, сумма величин которых равна 360°, и составлены в одну точку так, что они освещают всю плоскость. Докажите, что можно параллельно перенести в каждую из данных точек по одному прожектору так, чтобы вся плоскость была по-прежнему освещена. 

547. Чтобы уравнение 1⁄x – 1⁄y = 1⁄n, где n — натуральное число, имело единственное решение в натуральных числах x и y, необходимо и достаточно, чтобы n было простым. Докажите это. 

548. а) На окружности расположены 4 точки. Для каждой пары этих точек через середину соединяющей их хорды проведём прямую, перпендикулярную хорде, соединяющей две другие точки. Докажите, что все шесть построенных прямых проходят через одну точку. 

б) На окружности расположены 5 точек. Через центр тяжести трёх из них (точку пересечения медиан треугольника с вершинами в этих точках) проведём прямую, перпендикулярную хорде, соединяющей остальные точки. Докажите, что все десять построенных прямых проходят через одну точку. 

в) Обобщите эти утверждения на случай n точек. 

549. Рассмотрим натуральное число. Выпишем все его делители и для каждого из них выясним, сколько делителей оно имеет. С полученными выполним две операции: сложим их кубы и найдём квадрат их суммы. Докажите, что получим равные результаты. Например, число 6 имеет 4 делителя: 1, 2, 3 и 6; при этом τ(1) = 1, τ(2) = 2, τ(3) = 2, τ(6) = 4 и (1 + 2 + 2 + 4)2 = 13 + 23 + 23 + 43. 

550. Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми равно d км, должны добраться n велосипедистов, у которых имеется m велосипедов. Каждый может идти пешком со скоростью u км/ч или ехать на велосипеде со скоростью v км/ч. За какое наименьшее время все n велосипедистов смогут попасть из А в В? (Время считаем по последнему прибывшему. Велосипеды можно оставлять на дороге без присмотра.) Рассмотрите частный случай: m = 2, n = 3. 

551*. а) Какое наименьшее число точек достаточно отметить внутри выпуклого пятиугольника, чтобы внутри любого треугольника с вершинами в вершинах пятиугольника содержалась хотя бы одна отмеченная точка? 

б) Тот же вопрос для выпуклого n-угольника. 

552. а) Найдите хотя бы одну пару (p; q) целых чисел, отличных от 0, для которых все корни каждого из трёхчленов x3 + px + q и x3 + qx + p целые. 

б) Найдите все такие пары. 

553*. Дан треугольник ABC, причём BC < AC < AB. На лучах BA и CA отложены отрезки BD и CE так, что BD = CE = BC. Докажите, что радиус окружности, описанной около треугольника АDЕ, равен расстоянию между центрами окружности, описанной около треугольника АВС, и окружности, вписанной в него. 

554. Назовём натуральное число n хорошим, если существуют (не обязательно различные) такие натуральные числа, что их сумма равна n, а сумма обратных величин равна 1. Известно, что все числа между 33 и 73 — хорошие. Докажите, что все числа, большие 73, тоже хорошие. 

555. Рассмотрим пересечение а) двух; б) трёх цилиндров одинакового радиуса r, оси которых взаимно перпендикулярны и проходят через одну точку. Сколько плоскостей симметрии имеет это пересечение? Каков его объём? 

556. Обязательно ли конгруэнтны два остроугольных равнобедренных треугольника, имеющих равные по длине боковые стороны и равные радиусы вписанных окружностей? 

557. Среди любых n попарно взаимно простых чисел, больших 1 и меньших (2n – 1)2, есть хотя бы одно простое число. Докажите это. 

559. Если a, b, c — длины сторон треугольника, то сумма отношений a ⁄ b, b ⁄ c и c ⁄ a отличается от суммы отношений b ⁄ a, c ⁄ b и a ⁄ c менее чем на 1. Докажите это. 

560*. В дне ящика есть дырка. Нужно сделать выпуклую заслонку наименьшей площади, при любом положении которой на дне ящика дырка будет закрыта. Решите эту задачу, если 

а) дно ящика — квадрат 4×4, а дырка размером 1×1 расположена так, как показано на рисунке; 

б) дно ящика — квадрат n×n, где n нечётно, а дырка 1×1 расположена в центре; 

в) попробуйте решить аналогичную задачу для каких-либо других случаев, когда дно и дырка — выпуклые фигуры. 

561. Треугольники A1B1C1 и A2B2C2 площадей S1 и S2 расположены так, что лучи A1B1 и A2B2, B1C1 и B2C2, C1A1 и C2A2 соответственно параллельны, но противоположно направлены. Найдите площадь треугольника с вершинами в серединах отрезков A1A2, B1B2 и C1C2. 

562. На отрезке [0; 1] задано такое множество, являющееся объединением нескольких отрезков, что расстояние между двумя точками множества M не равно 0,1. Докажите, что сумма длин отрезков, составляющих M, меньше а) 0,55; б) 0,5. 

565*. a1, a2, ..., an — положительные числа; bk — среднее арифметическое всевозможных произведений по k данных чисел, где 1 £ k £ n. Докажите неравенства 

а) b12 ³ b2; 

б) bk2 ³ bk–1bk+1 при 1 < k £ n; 

в) bkk+1 ³ bk+1k при 1 < k £ n. 

566. Какое наименьшее значение может иметь отношение площадей двух равнобедренных прямоугольных треугольников, три вершины одного из которых лежат соответственно на трёх сторонах другого? 

567. Натуральные числа q и p взаимно просты. Отрезок [0; 1] разбит на p + q одинаковых отрезков. Докажите, что в каждом из этих отрезков, кроме двух крайних, лежит ровно одно из p + q – 2 чисел 1⁄p, 2⁄p, ..., (p – 1)⁄p, 1⁄q, 2⁄q, ..., (q – 1)⁄q. 

1087. Рассмотрим треугольник АВС, точку М в плоскости этого треугольника и проекции А1, В1 и С1 точки М на высоты, проведённые из вершин А, В и С соответственно. Докажите, что 

а) существует одна и только одна точка М, для которой отрезки АА1, ВВ1 и СС1 равны; 

б) для такой точки М длины отрезков АА1, ВВ1 и СС1 равны диаметру вписанной в треугольник окружности. 

1088. Если pq + qr + pr = 1, причём числа p, q и r рациональные, то число (1 + p2)(1 + q2)(1 + r2) — квадрат рационального числа. Докажите это. 

1089. Диагонали выпуклого четырёхугольника АВСD пересекаются в точке О. Пусть K, L, M и N — центры окружностей, вписанных в треугольники АОВ, ВОС, СОD и DOA. Докажите, что произведение периметров четырёхугольников АВСD и KLMN не меньше учетверённой площади четырёхугольника АВСD. 

1090. Для любых положительных чисел a, b и c сумма квадратных корней из чисел a2 –ab + b2 и b2 –bc + c2 не меньше квадратного корня из числа a2 +aс + с2. Докажите это. 

1091. Назовём натуральное число удачным, если цифры в его десятичной записи можно разбить на две группы так, что суммы цифр в этих группах равны. 

а) Найдите наименьшее такое число a, что числа a и (a + 1) — удачные. 

б) Существует ли такое a, что числа a, a + 1 и (a + 2) — удачные? 

1094. a, b и c — неотрицательные числа. 

а) Из неравенства a4 + b4 + c4 £ 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) следует неравенство a2 + b2 + c2 £ 2(ab + bc + ca). Докажите это. 

б) Верно ли обратное, то есть следует ли из второго неравенства первое? 

1097. Координаты вершин равнобедренного треугольника — целые числа. Докажите, что квадрат длины основания — чётное число. 

1098. На окружности расставлены n точек, занумерованных подряд числами 1, 2, ..., n. Двое играют в следующую игру. Каждый по очереди проводит хорду, соединяющую две точки с номерами одной чётности. Никакая хорда не должна иметь общих точек (даже концов) с проведёнными ранее. Побеждает тот, кто делает последний ход. При каждом n = 4, 5, 6, ... выясните, кто из игроков имеет выигрышную стратегию: начинающий или его партнёр. 

1099*. В отряде, ведущем подготовку к полёту на Марс, 6783 космонавта. Среди любых четырёх из них можно выбрать троих, составляющих слаженный экипаж для посадочного модуля. Докажите, что можно выбрать 5 космонавтов, любые трое из которых составляют слаженный экипаж. 

1100. На берегу прямолинейной реки лежат брёвна (не пересекающие друг друга отрезки; их конечное число). Каждое бревно составляет с линией берега угол, величина которого меньше 45°. Докажите, что для любого расположения брёвен существует бревно, которое можно закатить в реку, не задевая остальных. Поворачивать бревно при качении нельзя. 

1101. На боковых сторонах AB и BC равнобедренного треугольника ABC нашлись такие точки D и E соответственно, что AD = BC = EC и треугольник ADE равнобедренный. Каким может быть угол при вершине A? 

1102. Существуют n различных натуральных чисел, сумма кубов которых равна кубу натурального числа, если а) n = 3; б) n = 4; в) n — любое натуральное число, большее 2. Докажите это. 

1103. а) На бесконечной плоскости, разбитой на квадратные клетки, некоторые — быть может бесконечное — количество прямоугольников размером 1×2 закрашены в чёрный цвет так, что никакие два чёрных прямоугольника не имеют общих точек (даже вершин). Докажите, что оставшуюся часть плоскости можно замостить этими прямоугольниками. 

б*) Пусть на клетчатой плоскости закрашены несколько прямоугольников размером m×n, не имеющих общих точек. Докажите, что если mn чётно, то оставшуюся часть плоскости можно замостить прямоугольниками размером 1×2, а если m и n нечётны, то это не всегда возможно. 

1105. После нескольких прямолинейных разрезов поверхность выпуклого многогранника развернули на плоскости. Получился многоугольник, для которого известно, какие точки его границы «склеиваются», то есть отвечают одной и той же точке на поверхности многогранника. Каким был исходный многогранник, если при разрезании получился а) прямоугольник со сторонами 1 и квадратный корень из 3; б) равнобедренный треугольник с углом величиной 120°, причём в обоих случаях склеиваются точки каждой стороны, симметричные относительно её середины? 

1107. a, b и c — длины сторон треугольника. Докажите, что удвоенная сумма частных a⁄b, b⁄c и c⁄a не меньше суммы числа 3 и суммы частных b⁄a, c⁄b и a⁄c. 

1108. В выпуклом n-угольнике, где n > 3, никакие три диагонали не проходят через одну точку внутри многоугольника. Какое наибольшее число диагоналей в нём можно провести так, чтобы все части, на которые они разобьют n-угольник, были треугольниками? 

1109. В одном старом задачнике по геометрии есть такая задача: вычислить длину стороны правильного треугольника, вписанного в параболу y = x2. В указании к задаче говорилось, что одна из вершин треугольника совпадает с вершиной параболы. Верно ли такое указание? Может ли длина стороны правильного треугольника, вписанного в эту параболу, быть равной а) 3; б) 1988? 

1110. Для каждого натурального n > 1 выпишем наибольшие общие делители всевозможных пар различных чисел от 1 до n. Докажите, что а) среднее арифметическое всех n(n – 1)/2 выписанных чисел неограниченно растёт с ростом n, но не превосходит 1 + ln n; б) их среднее геометрическое не превосходит 10 ни при каком n. 

1111. Около остроугольного треугольника ABC описана окружность. Касательные к ней, проведённые в точках A и C, пересекают касательную, проведённую в точке B, в точках M и N соответственно. В треугольнике ABC из вершины P на сторону AC опущена высота BP. Докажите, что прямая BP делит угол MNP пополам. 

1112. На доске написаны два числа: 1 и 2. Разрешается дописывать новые числа следующим образом: если на доске имеются числа a и b, то можно написать ещё и число ab + a + b. Можно ли так получить число а) 13 121; б) 12 131? 

Существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде в) x + y + xy; г) x + y + 2xy с натуральными x и y. Докажите это. 

1113*. В стране 21 город. Авиационное сообщение между ними осуществляют несколько авиакомпаний, каждая из которых обслуживает 10 беспосадочных авиалиний, связывающих попарно некоторые пять городов (при этом между двумя городами могут летать самолеты нескольких компаний). Каждые два города связаны по крайней мере одной беспосадочной авиалинией. При каком наименьшем количестве авиакомпаний это возможно? 

1115*. а) В первой строке написаны 19 натуральных чисел, не превосходящих 88, а во второй строке — 88 натуральных чисел, не превосходящих 19. Назовём отрезком одно или несколько подряд написанных чисел одной строки. Докажите, что из данных строк можно выбрать по отрезку так, что суммы чисел в них равны. 

б) Пусть n, m, k — натуральные числа. Докажите, что если 1 + 2 + ... + n = mk, то числа 1, 2, ..., n можно разбить на k групп так, чтобы суммы чисел в каждой группе были равны m. 

1116. Какое наибольшее число узлов клетчатой бумаги может содержать прямоугольник площадью а) 36; б) S, стороны которого идут по линиям сетки? (Считаем узлы, лежащие внутри и на границе прямоугольника. Площадь клетки считайте равной 1.) 

1117. а) Для произвольного треугольника существуют три окружности с центрами в его вершинах, попарно касающиеся друг друга. 

б) Обозначим точки касания буквами K, L и M, как показано на рисунке. Если через середины дуг KL, LM и MK, лежащие внутри треугольника, провести касательные, то образуются четыре треугольника, площадь одного из которых (центрального) равна сумме площадей трёх других. Докажите это. 

1119. При каких k > 2 верно следующее утверждение: для любых k точек плоскости общего положения (никакие три из которых не лежат на одной прямой) существует k-звезда, в каждом из k углов которой содержится ровно одна из этих k точек? 

1120. а) P(x) — многочлен с целыми коэффициентами, причём для любого неотрицательного x величина P(x) положительна. Последовательность a1, a2, a3,... задана соотношениями a1 = P(0) и an+1 = P(an) для каждого натурального n. Докажите для любых натуральных чисел m и k равенство НОД(am, ak) = aНОД(m, k). 

б) Докажите аналогичное утверждение для последовательности Фибоначчи, заданной двумя первыми членами φ1 = 1, φ2 = 1 и формулой φn+2 = φn+1 + φn, где n — любое натуральное число. 

1121. Дан треугольник ABC. Прямые, симметричные прямой AC относительно прямых AB и BC соответственно, пересекаются в точке К. Докажите, что прямая BK проходит через центр описанной окружности треугольника ABC. 

1122. Решите систему уравнений (x3 + x4 + x5)5 = 3x1, (x4 + x5 + x1)5 = 3x2, (x5 + x1 + x2)5 = 3x3, (x1 + x2 + x3)5 = 3x4, (x2 + x3 + x4)5 = 3x5. 

1123. Прямой угол разбит на бесконечное число квадратных клеток со стороной единица. Будем рассматривать ряды клеток, параллельные сторонам угла («вертикальные» и «горизонтальные» ряды). Можно ли в каждую клетку записать натуральное число так, чтобы как каждый вертикальный, так и каждый горизонтальный ряд клеток содержал все натуральные числа по одному разу? 

1124. Боковые стороны, диагонали и продолжения оснований трапеции пересекают некоторую прямую в шести точках, то есть высекают на ней пять отрезков. 

а) Докажите, что если крайние (первый и пятый) отрезки равны, то соседние с ними (второй и четвёртый) также равны. 

б) При каком отношении оснований трапеции можно провести прямую так, чтобы все пять отрезков были равны?
2028. Вруны всегда лгут, правдивые всегда говорят правду, а хитрецы могут и врать, и говорить правду. Можно задавать только вопросы, ответы на которые — «да» или «нет». 

а) Перед нами трое — врун, правдивый и хитрец, которые знают друг про друга, кто из них кто. Найдите способ это узнать. 

б) Перед нами четверо — врун, правдивый и два хитреца. Они знают друг про друга, кто из них кто. Докажите, что хитрецы могут договориться отвечать так, что мы, задавая им вопросы, не сможем ни про кого узнать наверняка, кто он.
2038. Фома и Ерёма делят кучу кусков сыра. Сначала Фома, если хочет, выбирает один кусок и режет его на два. Затем он раскладывает сыр на две тарелки. После этого Ерёма выбирает одну тарелку, и они делят сыр на ней, беря себе по очереди по куску; начинает Ерёма. Так они делят сыр со второй передачи, только первым начинает Фома. Докажите, что Фома всегда может действовать так, чтобы получить не менее половины сыра (по массе).
2061. В таблице размером 10 × 10 расставлены числа от 1 до 100 следующим образом: в верхней строке числа от 1 до 10 слева направо, во второй сверху — от 11 до 20 слева направо, и так далее. Андрей хочет разрезать таблицу на двухклеточные прямоугольники, перемножить числа в каждом прямоугольнике и сложить полученные 50 произведений. Как следует разрезать квадрат, чтобы получить как можно меньшую сумму? 

2062. Фокусник Арутюн и его помощник Амаяк собираются показать следующий фокус. На доске нарисована окружность. Зрители отмечают на ней 2007 разных точек, затем Амаяк стирает одну из них. После этого фокусник впервые входит в комнату, смотрит на рисунок и отмечает полуокружность, на которой лежала стёртая точка. Докажите, что Арутюн может так договориться с Амаяком, что фокус гарантированно удастся.
2161. 100 пиратов сыграли в карты на золотой песок, а потом каждый посчитал, сколько он в сумме выиграл либо проиграл. У каждого проигравшего хватает золота, чтобы расплатиться. За одну операцию пират может либо раздать всем поровну золота, либо получить с каждого поровну золота. Докажите, что можно за несколько таких операций добиться того, чтобы каждый получил (в сумме) свой выигрыш либо выплатил проигрыш. (Разумеется, общая сумма выигрышей равна сумме проигрышей.) 

2162. Семизначный код, состоящий из семи различных цифр, назовём хорошим. Паролем сейфа является хороший код. Сейф откроется, если введён хороший код и на каком-нибудь месте цифра кода совпала с соответствующей цифрой пароля. За какое наименьшее количество попыток можно с гарантией открыть сейф?
